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出 版 说 明 


科学 技术 是 第 一 生产 力 . 21 世纪 , 科 
学 技术 和 生产 力 必 将 发 生 新 的 革命 性 突破 . 

为 贯彻 落实 “科教 兴国 "和 “科教 兴 
战略 ,上 海 市 科学 技术 委员 会 和 上 海 市 新 
图 出 版 局 于 2000 年 设立 ”上海 科 技 专著 出 
版 资金 ,资助 优秀 科技 著作 在 上 海 出 版 . 

本 书 出 版 受 * 上 海 科技 专著 出 版 资金 ” 
资助 . 


上 海 科技 专著 出 版 资金 管理 委员 会 


内 容 提 要 


本 书 系 统 介绍 了 孤立 子 理论 中 的 Darboux 
变换 方法 及 其 在 微分 几何 中 的 应 用 ,所 介绍 的 
内 容 大 部 分 是 三 位 作者 近年 来 的 研究 成 果 . B 
中 的 第 1、2、3 章 分 别 叙述 了 1 十 1 维 、1 十 2 维 
和 高 维 Darboux 变换 的 一 般 理 论 和 许多 具体 
的 例子 ,第 4、5 两 章 叙述 Darboux 变换 在 微分 
几何 中 的 曲面 论 和 调和 映照 中 的 应 用 . 本 书 的 
中 心 是 对 具有 Lax 对 的 非 线 性 偏 微分 方程 给 
出 显 式 的 (通常 是 纯 代数 的 ) 一 般 的 求解 方法 . 
本 书 只 假定 读者 具有 大 学 数学 系 本 科 的 分 析 、 
代数 和 几何 的 基础 ,为 了 读者 阅读 方便 ,第 4、5 
章 尽 可 能 体现 独立 的 叙述 系统 ,使 特别 对 几何 
有 兴趣 的 读者 也 可 以 直接 阅读 其 内 容 . 本 书 可 
作为 研究 生 的 教材 ,也 可 供 高 等 学 校 数 学 系 和 
物理 系 研究 生 及 有 关 的 科研 人 员 参 考 . 


《科学 ari AY 

人 类 文明 发 展 的 长 河 正浩 浩荡 荡 地 流向 又 一 个 千年 ,在 世界 格局 的 
综合 国力 竞争 中 ,基础 研究 的 发 展 水 平 已 经 成 为 一 个 民族 的 智慧 .能力 和 
国家 科学 技术 进步 的 基本 标志 之 一 . 

基础 研究 是 人 类 对 未 知 世界 的 探求 , 它 在 各 门 学 科 的 前 沿 上 展开 ,以 
认识 客观 世界 的 物质 结构 、 各 种 基本 运动 形态 和 运动 规律 为 已 任 , 它 的 重 
大 发 现 常常 带 来 社会 生产 的 革命 性 变化 . 

基础 研究 在 科学 前 沿 向 未 知 领域 迈进 的 每 一 步 ,都 有 赖 于 创新 , 创 
新 是 基础 研究 的 灵魂 ,而 创新 需要 很 高 水 平 的 理论 思维 . 正如 19 世纪 
的 一 位 伟人 所 说 ,一 个 民族 想 要 站 在 科学 的 最 高 峰 ,就 一 刻 也 不 能 没有 
理论 思维 . 

自然 科学 的 理论 来 自 关 于 自然 现象 和 探索 实践 认识 的 总 结 . 这 种 总 
结 通过 去 粗 取 精 、 去 伪 存 真 、 由 此 及 彼 、 由 表 及 里 的 过 程 , 实 现 关于 自然 规 
律 认识 的 飞跃 ,在 人 类 认识 自然 的 知识 体系 上 编织 出 新 的 结 点 . 这 样 的 结 
点 往往 又 是 在 新 的 高 度 编织 下 一 个 结 点 的 支撑 点 . 一 个 民族 想 要 攀登 到 
科学 的 最 高 峰 , 进 行 高 水 平 的 理论 思维 , 既 需 要 一 批 批 科 学 家 不 懈 地 在 科 
学 前 沿 上 探索 ,也 需要 他 们 不 断 地 进行 这 种 实现 认识 上 飞跃 的 总 结 . 

著 书 立 说 ,对 一 个 专题 或 一 个 领域 的 研究 成 果 ,进行 去 粗 取 精 、 去 伪 
存 真 \ 由 此 及 彼 、 由 表 及 里 的 总 结 , 使 之 系统 化 理论 化 ,是 提高 理论 思维 
水 平和 持续 创新 能 力 的 必须 . 在 攀登 科学 高 峰 的 历程 中 ,一 部 好 的 基础 科 
学 学 术 著 作 常 常 能 为 众多 继续 向 上 攀登 的 人 们 提供 一 块 坚实 的 平台 . 因 
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此 ,出 版 好 基础 性 研究 领域 的 学 术 著 作 , 是 一 件 十 分 有 意义 的 工作 . 

《 科 壮 ) 杂 志 的 编者 和 出 版 者 , 自 1915 年 4 科学》 创刊 以 来 ,始终 以 传播 
科学 为 已 任 , 在 办 好 刊物 的 同时 ,积极 地 参与 出 版 科学 著作 这 件 有 意义 的 
工作 .在 20 世纪 的 最 后 五 年 ,《 科 专 ) 的 出 版 者 一 一 上 海 科学 技术 出 版 社 
推出 了 一 套 《 科 学 专著 丛书 》, 出 版 了 14 部 专著 ,受到 了 科学 界 和 出 版 界 
的 欢迎 和 好 评 . 

我 高 兴 地 看 到 ,在 迎 来 21 世纪 之 时 ,作为 上 述 努 力 的 继续 ,该 社 又 推 
出 这 套 《 科 志 前 沿 丛书 》, 着 重 于 从 基础 性 研究 的 前 沿 交叉 领域 选 题 ,出 版 
学 术 著 作 .我 期 望 ,这 套 丛 书 的 编者 作者 和 出 版 者 能 通力 合作 ,通过 自己 
的 辛勤 劳动 ,以 一 部 部 精心 选 题 .精心 著述 .精心 编辑 精心 出 版 的 著作 ， 
参与 铺 筑 通 向 中 国 科学 再 度 辉 煌 的 大 道 ! 
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(《 科 学 》 杂 志 编 委 会 主编 ) 
2001 年 元 旦 


本 P E 

孤立 子 理论 是 非 线性 科学 的 一 个 重要 方向 , 它 既 反映 一 类 非常 稳定 
的 自然 现象 ,例如 江河 中 的 某 一 类 水 波 、 光 纤 中 的 光 信 号 传播 等 等 ,体现 
了 一 大 类 非 线性 相互 作用 的 若干 特征 ,并 为 许多 应 用 问题 (如 光 孤 子 通 
讯 ) 提 供 了 启示 . 另 一 方面 ,这 一 理论 又 为 非 线性 偏 微分 方程 提供 了 求 显 
式 解 的 方法 ,因而 受到 物理 学 界 和 数学 界 的 充分 重视 . 

非 线性 偏 微分 方程 的 求解 是 各 门 科学 中 都 会 遇 到 的 问题 ,难度 很 大 ， 
一 般 说 来 ,只 有 在 非常 特殊 的 情况 下 , 才 可 能 求 得 有 显 式 表 达 式 的 准确 
解 .但 出 人 意料 ,对 于 许多 孤立 子 方程 ,已 有 多 种 显 式 求解 的 方法 ,其 中 最 
常见 的 有 有 反 散 射 方法 和 Backlund 变换 等 . 前 者 利用 非 线 性 偏 微分 方程 的 
Lax 对 和 常 微分 方程 的 谱 理论 , 把 Cauchy 问题 化 为 求解 线性 积分 方程 ， 
在 退化 核 的 情况 下 ,能 给 出 显 式 的 解 . 后 者 是 以 已 知 解 为 种 子 , 导 出 一 
个 完全 可 积 的 偏 微分 方程 组 ,从 而 给 出 一 个 新 解 . 在 具体 实施 中 ,还 可 
利用 多 个 有 一 定 关系 的 已 知 解 给 出 一 个 新 解 的 显 式 表达 式 , 称 为 " 非 线 
性 迭 加 公式 ”. 

但 是 , 当 积 分 方程 的 核 非 退 化 时 , 解 的 显 式 表 达 式 是 很 难得 出 的 , 非 
线性 迭 加 公式 也 只 是 在 相当 特殊 情形 才能 出 现 . 到 70 年 代 后 期 ,人 们 又 
注意 到 ,Darboux( 达 布 ) 在 一 个 世纪 以 前 所 提供 的 处 理 二 阶 常 微分 方程 
谱 问题 的 一 个 方法 对 于 非 线性 偏 微分 方程 的 显 式 求解 有 很 重要 的 作用 ， 
从 而 该 方法 在 孤立 子 和 可 积 系统 理论 的 研究 中 , 越 来 越 为 人 们 所 注意 ,并 
得 到 迅速 发 展 , 这 便 是 Darboux 变换 法 . 关于 Darboux 变换 的 前 期 工作 ， 
可 见 文献 [57]. 

本 书 的 目的 是 想 进 一 步 前 述 Darboux 变换 ,并 介绍 其 几何 应 用 . 主要 
内 容 有 : 
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一 、 将 Darboux 变换 用 矩阵 形式 表述 ,从 而 可 以 说 明 Darboux 变换 实 
质 上 就 是 带 谱 参数 的 规范 变换 ,并 且 给 予 Backlund 变换 以 显 式 的 形式 . 

二 、 用 普 适 的 、 纯 代数 的 算法 构 作 Darboux 阵 . 

=. Æ Darboux 变换 推广 到 2 个 和 多 个 空间 变量 的 情形 , 构 作 了 具 
有 弹性 散射 性 质 的 高 维 时 空 的 孤立 子 , 包 括 完全 局 域 化 的 孤立 子 . 对 2 个 
空间 变量 的 情况 ,还 构 作 了 微分 算 子 形式 的 Darboux 算 子 ,对 高 维 时 空 的 
情况 ,提出 了 广义 的 自 对 偶 杨 -Mills 流 这 一 更 为 广泛 的 可 积 系 统 . 

四 、 把 Darboux 变换 应 用 于 一 系列 的 几何 问题 ,得 到 显 式 的 和 普 适 
的 解法 ,阐明 了 Lax 对 的 几何 意义 . Lax 对 不 仅 是 求解 微分 方程 的 辅助 工 
R ,而 且 是 所 要 寻求 的 几何 对 象 . 我 们 所 叙述 的 几何 问题 包括 : 欧 氏 空间 
R? 和 Minkowski 空间 R^ 的 各 种 类 型 的 Bäcklund 线 汇 、 常 曲率 曲面 和 
常平 均 曲 率 曲面 的 构 作 、 射 影 空 间 P? 中 的 苏 链 、R: 和 RU 到 各 种 类 型 的 
“球面 "和 群 VCN) 的 调和 映照 以 及 丁子 解 的 纯 代数 算法 构 作 等 . 

本 书 的 第 1、2、3 EUR Darboux 变换 的 一 般 理 论 和 某 些 有 代表 性 
的 具体 的 例子 ,第 4、5 BAUR Darboux 变换 对 曲面 论 及 调和 映照 的 应 
H. 本 书 只 假定 读者 具有 大 学 数学 系 本 科 的 数学 分 析 、 代 数 和 几何 的 基础 
知识 ,为 了 读者 阅读 方便 ,我 们 使 第 4、5 章 尽 可 能 体现 独立 的 叙述 系统 ， 
使 特别 对 几何 有 兴趣 的 读者 也 可 以 直接 阅读 其 内 容 . 

本 书 的 主体 内 容 由 作者 在 这 一 领域 中 一 系列 的 研究 成 果 所 构成 ,这 
些 研 究 工作 得 到 了 国家 攀登 计划 项 目 “ 非 线性 科学 ”国家 基础 研究 973 
项 目 “ 非 线性 科学 ”、 国 家 自然 科学 基金 会 重点 项 目 “ 整 体 微分 几何 和 物理 
应 用 ”、 国 家 自然 科学 基金 会 青年 基金 .教育 部 博士 点 基金 、 跨 世纪 优秀 人 
才 基 金 、 上 海 市 科 委 教委 科研 基金 的 支持 ,是 在 教育 部 复旦 大 学 非 线 性 
数学 模型 和 方法 开放 实验 室 、 复 旦 大 学 数学 研究 所 中 完成 的 . 

作者 感谢 上 海 科 学 技术 出 版 社 为 出 版 本 书 所 作 的 努力 . 


作 者 
1998 年 7 月 于 复旦 大 学 
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本 版 对 初版 的 内 容 作 了 若干 修订 ,主要 是 对 Minkowski 空间 补充 了 
类 时 的 伪 球 线 汇 和 类 时 正常 曲率 空间 的 主 曲 率 为 虚 的 情形 ,又 对 丁子 解 
的 Darboux 变换 性 质 作 了 较为 仔细 的 说 明 ,改正 了 一 些 芯 漏 之 处 . 


作 者 
2004 年 4 月 于 复旦 大 学 
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第 1 音 1+1 维 可 积 系统 


本 章 从 最 原始 的 Darboux( 达 布 ) 变 换 开始 ,叙述 KdV 方程 .MKdV 
方程 的 Darboux 变换 的 经 典 形式 ,然后 就 转向 于 AKNS 系统 (及 其 扩 
充 ) 的 Darboux 变换 , 它 的 作法 具有 很 高 的 普 适 性 . 同一 般 文献 中 所 讨 
论 的 不 一 样 ,这 里 所 讨论 的 可 以 是 系数 和 :有 关 的 偏 微分 方程 . 我 们 
所 介绍 的 Darboux 阵 可 用 纯 代 数 的 算法 构 作 而 成 ,并 且 对 这 种 系统 中 
的 任何 方程 都 是 统一 的 . 本 章 中 还 讨论 化 约 系统 的 Darboux 变换 以 及 
Darboux 变换 与 有 反 散 射 方法 的 关系 等 ,说 明 在 未 知 水 数 的 反 散 射 数据 
表示 下 ,Darboux 变换 实际 上 是 添加 或 减少 一 个 解 中 所 含 的 孤立 子 
(离散 谱 )， 


$1.1 KdV 方程 MKdV 方程 及 其 Darboux 变换 


1.1.1 原始 的 Darboux 变换 


1882 年 ,G. Darbouxt13j 研 究 了 一 个 二 阶 线性 常 微 分 方程 (现在 称 之 
为 一 维 Schrödinger 方程 ) 的 特征 值 问 题 *) 
—¢,, — u(x)$ = Ad, (1.1) 
式 中 ulr) EA ERAR, RAP 8 CLA 是 常数 , 称 为 谱 参 数 . Darboux 
发 现 了 下 面 的 事实 : 设 x(z) 和 %z,A) 是 满足 (1.1) 式 的 两 个 函数 ,对 任 
意 给 定 的 常数 Mo, 令 f(z) = $r, ho), 即 了 是 (1.1) 式 当 太 三 和 时 的 一 
个 解 , 则 由 


*) 在 本 书 中 常用 关于 z, 上 等 的 下 标 来 记 偏 导数 ,并 假设 一 切 遇 到 的 函数 在 其 定义 域内 
均 为 连续 的 ,而 且 可 微分 到 所 需要 的 阶 次 . 
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u =u+2(ln f),, TR 
.2 


# (2,2) m Gs A) 一 PG a) 
所 定义 的 函数 w, ^ 一 定 满足 和 (1. 1) 式 同样 形式 的 方程 
— 4. 一 zig — Ad. (1.3) 
这 样 ,这 个 借助 于 特 解 f(x) = dx. do) 所 作 的 变换 (1. 2) 式 将 满足 


(1.1) 式 的 一 组 水 数 (u, $) 变 化 为 满足 同一 方程 的 另 一 组 函数 (wu ,#8 )， 
这 就 是 最 原始 的 Darboux 变换 


(u, $) — (u, $), (1.4) 
在 f 关 0 处 它 是 有 效 的 . 
1.1.2 KdV 方程 的 Darboux 变换 
1885 年 fay = BY DY ARX Korteweg 和 de Vries 导出 了 一 个 水 波 
运动 的 非 线性 偏 微 分 方程 , 现 称 为 Korteweg-de Vries 方程 (KdV 方程 ). 


20 世纪 60 年 代 中 ,人 们 166] 发 现 KdV 方程 与 上 述 Schrödinger 方程 有 着 
密切 的 联系 . 具体 说 来 ,KdV 方程 


u, + 6uu, F ü, = 0 (1.5) 
是 关于 上 $ 的 线性 方程 组 
— ¢,, — u$ = Ad 
| (1.6) 
$, —— 4¢,,, — buh, — 3u,¢ 


(BRAY KdV 方程 的 Lax 对 ) 的 可 积 条 件 , 这 时 u Ad 都 应 看 成 x 和 HPA 
数 ,这 里 可 积 条 件 的 意义 是 :由 (1.6) 式 的 第 一 式 得 出 风 - = (7A — w)$, 
然后 计算 (#: ),, 叉 由 (1.6) 式 的 第 二 式 中 计算 (加 ),; ,两 者 相等 (对 任何 和) 的 
充 要 条 件 是 4 满足 KdV 方程 (1.5) 式 . 

进一步 的 研究 "77] KM Darboux 变换 (1. 2) 式 也 适用 于 KdV 方程 ， 
这 个 变换 中 的 函数 (4, #) 还 依赖 于 it, 且 满 足 (1.6) 式 ,这 个 变换 不 但 保持 
(1.6) 式 中 第 一 式 的 形式 不 变 , 即 


— 4. up = Ag’ (1.7) 


BIE 1+1 维 可 积 系统 3 


成 立 , 而 且 (w , p ) 还 满足 (1.6) 式 的 第 二 式 ,因而 u 满足 (1.6) 式 的 可 积 
条 件 , 即 w 也 是 KdV 方程 的 解 : 这 样 ,如 果 已 知 KdV 方程 的 一 个 解 u, 
过 解 线性 方程 组 (1. 6) 式 得 到 $C, t, A). MA 的 一 个 值 4。 得 到 f(z, t) 
— $(z, t, à), u =ut2(In f) RAW KdV 方程 的 一 个 新 的 解 ,而 
(1.2) 式 给 出 的 少 则 为 二 相应 的 Lax 对 的 解 . 这 就 为 作 KdV 方程 的 新 解 
提供 了 非常 好 的 方法 . 上 述 这 些 事项 可 以 通过 初等 的 运算 进行 验证 .在 后 
文中 ,会 有 更 一 般 的 方法 来 得 到 很 普遍 的 结果 . 

为 了 从 KdV 方程 的 一 个 已 知 解 u 得 到 它 的 新 解 w ,现在 只 需要 解 线 
性 方程 组 (1. 6) 式 得 出 $, 然 后 通过 显 式 运算 (1.2) 式 就 可 以 得 到 KdV 方 
程 的 大 量 特 解 . 不 但 如 此 ,这 个 变换 还 可 以 继续 进行 下 去 ,因为 如 也 已 经 
具备 ,这 时 就 不 再 需要 解 线性 方程 组 (1.6) 式 ,而 由 显 式 的 算法 可 得 出 
(ul, PEF: 


(u, $) —> (wu, p) -一 > (w^; $)—.. 


这 样 ,就 把 Schrodinger 方程 的 Darboux 变换 推广 为 KdV 方程 的 Dar- 
boux 变换 . 应 该 指出 , 它 的 基本 思路 是 :利用 非 线 性 方程 的 一 个 解 及 其 
Lax 对 的 解 , 用 代数 算法 及 微分 运算 来 得 出 非 线性 方程 的 新 解 和 Lax 对 
相应 的 解 . 还 应 该 指出 ,(1.2) 式 只 在 了 上 和夫 0 时 有 效 , 如 遇 到 了 = 0, Dar- 
boux 变换 会 产生 奇 性 . 


注 1.1 MF p =$, p =f, Y= [^] 884 Lax C otas 
成 矩阵 形式 
| 0 
y. = 
> —à—u 0 
(1.8) 
| ur 4A — 2u 
pem Y 
— 4}? —2dutuz+2u —u, 


也 可 以 把 (1. 2) 式 改写 成 关于 更 的 变换 式 . 在 后 文中 会 进一步 讨论 这 种 
矩阵 形式 的 Darboux FH. 


1.1.3 MKdV 方程 的 Darboux 变换 


^ 


Darboux 变换 方法 可 推广 到 其 他 许 许 多 多 的 方程 ,如 MKaV 方程 、 
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sine-Gordon 方程 等 [76]. 下面 先 以 MKdV 方程 为 例 讨论 此 问题 ,在 以 后 
各 节 中 再 讨论 更 一 般 的 问题 . 


MKdV 方程 
U, 十 6u us 十 User 一 0 (1.9) 
是 超 定 线性 方程 组 
À u 
o, = Ud = | 中 
一 & 一 人 
o, = Vo 
— 4,3 — 2wÀ — 4uà? — 2u,À — 2u? — uz, e 
— [Au —2u + 2u + u,, 433 2-244 
(1. 10) 


AY AY RAED 85) Bn (1. 9) 式 为 使 得 65. — O 成 为 恒等式 的 充 要 条 件 . 
方程 组 (1. 10) 式 称 为 (1. 9) 式 的 Lax 对 ,4 称 为 谱 参 数 ,G 表示 一 个 二 元 
的 列 向 量 或 2 X 2 Ee. 

MKdV 方程 的 Darboux 变换 可 以 有 多 种 导出 的 方法 ,现在 指出 其 中 
的 一 种 ,主要 是 把 Schrödinger 方程 (1. 1) 式 适当 地 “ 复 化 "而 导出 MKdV 
方程 的 Darboux 变换 . 


记 (1. 10) 式 的 列 向 量 解 5 = 网 , 则 (1. 10) 式 的 第 一 式 即 
$ia = à$: + u$; , 
(1.11) 
$o, z == u$ — Ad. 
令 y= 二 加 十 1 加, 并 设 4 为 实 参 数 ,u 为 实 值 函 数 ,那么 y WE 
dao A GO— (Gud w)9, (1. 12) 


这 是 一 个 复 的 Schródinger 方程 , 势 函 数 为 Gus +u). 可 以 直接 验证 ,如 
R u 是 MKdV 方程 的 一 个 解 ,那么 


w= iu, tu’ 


是 KdV 方程 
w, H 6ww, F W = 0 
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的 一 个 复 值 解 . 从 MKdV 方程 的 解 u 到 KdV 方程 的 解 w 的 变换 称 为 
Miura 变换 . 
注 1.2 WRS v=iu, (1.9) 式 就 写成 形式 


v, — 6v v, F Urz = 0, (1. 9^) 


这 时 Miura 变换 就 成 为 


w = v — v. 
WR vE. ASB, MA w 是 KdV 方程 的 实 值 解 . 
BY SE RX Ao 及 (1.12) 式 当 À = ho 时 的 解 f^htifs, 这 时 WE 


(1. 11) X24 à = Ao 时 的 解 , 从 KdV 方程 的 结果 知道 , 作 如 下 的 Darboux 
变换 : , , 
y= f/f, w —w-c2(lnf)s, (1. 13) 


那么 和 w' 满 足 (1.12) 式 ,w 满足 KdV 方程 ,并 且 可 以 证 明 , 存 在 相应 
的 zx 满足 MKdV 方程 . 现在 要 把 w' 的 表达 式 显 式 地 导出 来 
利用 (1. 11) 式 ,用 分 量 写 出 来 ,(1. 13) 式 的 第 一 式 就 是 


B tide m Ah cias 一 A Z(H Hig). (1.14) 
MRNA, A 为 实数 ,那么 由,. 风 也 可 取 为 实 函数 ,从 而 (1. 14) 式 就 可 写 为 
Lx di. n PUE 
WE MT FEA K Du 
$z NEUE raul A he. 
fief fef 
$i 
通过 计算 可 知 | REUS 
Ha = Adi tal gi 
| (1. 16) 
$2,z = —u'$; — À$? 
的 线性 方程 组 ,这 里 
u Sep o (1.17) 


fit fz 
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根据 (1. 16) 式 的 可 积 条件 ,w 是 MKdV 方程 的 解 . 
MKdV 方程 的 两 个 解 w 和 ww 之 间 的 上 述 变 换 现在 也 称 为 Darboux 变换 . 


1.1.4 Darboux 阵 


为 了 将 此 方法 推广 到 其 他 大 量 的 非 线 性 偏 微分 方程 的 求解 ,我 们 将 
上 述 关 于 Darboux 变换 的 结果 以 略为 不 同 的 形式 重新 叙述 如 下 . 
对 给 定 的 MKdV 方程 的 解 ,假设 已 知道 (1. 10) 式 的 基本 解 ( 即 由 两 个 
线性 独立 的 列 向 量 解 所 构成 的 矩阵 ,或 者 说 ,是 (1. 10) 式 的 非 退化 矩阵 解 ) 
alr, t, A) rlz, t, 2) 


lz, t, A) = ; (1. 18) 
alr, t, à) QOu(x,t,2) 


任 取 实 数 Xi, jp , 记 


s = Pe (x, L, ài) 十 tia (x, t, Ai) (1. 19) 
D(z, t, ài) FBlar, t, Ar) 


J Lax (1. 10) 式 的 一 个 解 的 两 个 分 量 之 比 ( 即 前 面 的 f/f1), 那 么 可 
以 构造 矩阵 
D(x, t, A) =Aal— 


Pa 1—o 2c 
1 十 | 2s o!—1] 


(1. 20) 


4 Q'(x, t, a) = D(z, t, A)Ó(x, t, A), 可 以 验证 B(x, t, A) 满足 


&, =U’, $,—V'$, (1. 21) 
其 中 
| À u’ | 
U' = 
— u — À 
! | — 4 — 2u’?A — 4u à? — 2 uA — 2u^ — u'l 
ld edu pd ou teg. 4X 十 2uÀ i 
(1. 22) 
/ 4) Ó 

u = utip (1.23) 


(1.21) 式 (1.22) 式 和 (1. 10) 式 完全 类 似 ,只 是 (1. 10) 式 中 的 u 被 换 
TE u^. 因为 对 (1. 10) 式 的 任意 解 6，D6 是 (1. 21) 式 的 解 ,从 而 (1. 21) 式 
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对 任何 初 值 (@ 在 某 一 点 (zo, 如) 的 值 ) 都 是 可 解 的 .方程 组 (1. 21) 式 是 完 
全 可 积 的 , 故 其 可 积 条 件 成 立 , 即 w 也 是 MKdV 方程 的 解 . 这 样 , 用 此 方 
法 就 可 从 MKdYV 方程 的 一 个 解 得 到 它 的 一 个 新 解 . 

iE1.3 (1. 20) 式 给 出 的 矩阵 与 (1. 15) 式 中 出 现 的 矩阵 差 一 个 左 乘 


1 0 
因子 | 。 MET $ , AWEL IDA, Mu, &, —5$)t 


满足 (1. 11) 式 .因此 由 (1. 20) 式 所 导出 的 新 解 (1. 23) 式 与 (1. 17) 式 差 一 
符号 . 它们 都 满足 MKdV 方程 . 这 时 可 以 采用 任 一 形式 作 解 的 变换 ,这 种 
变换 都 称 为 Darboux 变换 . 

和 矩阵 D 有 特别 重要 的 意义 , 它 称 为 Darboux RF. 

可 以 概括 地 说 ,对 给 定 的 MKdV 方程 的 解 u 及 其 相应 的 Lax 对 的 基 
ARE 8, 取 Xi, mn 为 任意 两 个 实 常数 , 设 c 由 (1. 19) 式 所 定义 , 则 (1. 23) 
式 给 出 MKdV 方程 的 一 个 新 解 w ,并 且 Darboux 阵 D 给 出 wu 相应 的 
Lax 对 的 解 = Do, 而 变换 (u, D) — (wv, P) 就 是 MKdV 方程 的 
Darboux 变换 . E] KdV 方程 一 样 ,和 矩阵 形式 的 Darboux 变换 可 以 用 纯 代 
数 的 算法 逐次 进行 下 去 : 


(u, $) —- (u, d) — (u, P) — 
1.1.5 举例 , 单 孤立 子 解 和 双 孤 立 子 解 


现在 看 最 简单 的 例子 : 取 MKdV 方程 的 平凡 解 二 0 作为 出 发 点 , 它 
所 相应 的 Lax 对 (1. 10) 式 的 基本 解 可 取 为 


Ax — AMt 0 
Plz, t, à) = ~ ) | (1. 24) 
0 exp(— àx + 4ì°t) 
由 (1. 19) 式 , 对 常数 和 250 In = exp(2a,) > 0, 有 
o = exp(— 2à x + 8A3t — 2a), (1. 25) 
从 而 
À sinh vi 1 
D = 4IC— 1 | ， (1. 26) 
cosh v; 1 — sinh vi 
其 中 


v = 2Àix 一 Brit + 2a. 
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(1. 23) 式 给 出 MKdV 方程 的 单 孤 立 子 解 


u’ == 2A, sech( 2A, x — 8Ait + 2a, ), (1. 27) 
相对 于 w 的 Lax 对 的 解 为 
P(x, t, A) = (O5(x, t, A)) 
Ar — 423 t 0 
pena 


0 exp(— Ax + 4332) |’ 
(1. 28) 
HH D Bi(1.26) X48 
(1. 27) 式 之 所 以 称 为 单 孤 立 子 解 ,是 因为 它 具 有 下 列 性 质 :(i 它 是 
个 行 波 解 , 即 具 形 式 w = f(x — a); GDE t, limou = 0, 用 比 
较 直观 的 话 来 说 ,在 一 较 小 的 范围 之 外 (| 2x — Britt 2a | 大 于 某 一 
有 限 正 数 时 ),w 接近 于 0. 
如 果 将 u 作 初 始 解 , 则 可 以 利用 D TEXTES Darboux 阵 , 以 得 到 MKdV 
方程 的 一 系列 的 新 解 . 
为 此 ,我 们 把 一 般 情况 下 第 二 次 Darboux 变换 有 关 的 式 子 写 出 来 . 设 
u 是 MKdV 方程 (1.9) 式 的 解 ,$ 是 它 所 相应 的 Lax 对 (1. 10) 式 的 基本 
解 . 按 (1.19) 式 、(1. 20) 式 作出 它 的 Darboux 阵 卫 = (D,), 3£ido — ai. 
进一步 , 取 常 数 Xs A0: FAL) 及 jz = exp(2az), 按 (1.19) 式 作 
,Bax, t, A) F jdn Gc, t, àz) 
OF Dala, t, AD T na (xs t, ar)’ 


将 @ = DEB 代入 ,经 计算 得 : 


(1. 29) 


E. = Dz (4; T pid ) + Dz (4; T yz d ) 
* Dj (41; 2 H2 D1 ) Di; (Dz. 十 uz 5 ) A=, 


= D; (Az ) 十 D;; (Az or 


= Da (Az) + Diz (Az Jor’ (1. 30) 


其 中 


_ 9»(z, t, Az) 十 pid (x, t, Az) (1.31) 
i Qr, t, Ax) T m du(x, t, Ar) ` 


MEA u = 0 作为 出 发 点 , 则 (1. 27) X (1. 28) 式 就 是 前 面 已 经 构 
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作 过 的 单 孤 立 子 解 及 其 Lax 对 的 基本 解 . 将 D 的 具体 表达 式 代 入 (1. 28) 
式 , 得 到 


, (A — A, tanh vi jerma: — ìà sech vi grt] 
o (z, t, à) = 3 3. |? 
一 Msech ve^ 9' (A+, tanh v )e ^*^? ' 
从 而 得 出 
ds — A, sech vı + (A, +A, tanh vi )exp(— v; ) (1. 32) 
i (A, — ài tanh v) — ài sech v,exp(— vw) ’ i 
其 中 
v = 2AT —8AM + 2a; (i= 1,2). (1. 33) 
根据 (1. 23) 式 可 见 ,MKdYV 方程 的 一 个 新 解 为 
" 4Ai01 44202 
u 


«olt dco 
= —__2(A2 — Ai cosh vi — Acosh w) —— 5. 
(A? 十 和 3)cosh vi cosh wv, — 241A; (1 + sinh vi sinh v)’ 
(1.34) 


式 中 o 即 为 (1. 25) 式 所 确定 的 o. 这 个 解 称 为 MKdV FEW RK SF 
解 ,这 个 名 称 的 来 源 可 以 由 下 面 的 分 析 得 出 .我 们 要 说 明 , 4 c9 oo BT OX 
孤立 子 解 渐 近 于 两 个 单 孤 立 子 解 . 

JS A. >A 盖 0, 取 M 是 任 一 固定 的 正 数 ,在 上 无 限 增 长 , 即 
t| ~o, S | r| ~ oo, (ARH | v |I M. 由 于 


2: = fy, — 8. (A? — Dt 2o — DR, (1.35) 
当 上 一 一 ce 时 , 必 有 v, ro, 
u’ ~— 2a, sech(v, — v), (1. 36) 
其 中 
dE vip us, (1.37) 


而 当 t ~ 十 ce 时 , 必 有 V2 Pew Os 
u’ ~— 2A sech(v, +). (1. 38) 
从 而 在 固定 v. 时 ( 即 对 以 速度 4A1 运动 的 观察 者 来 说 ) ,上 一 士 ce 时 解 分 
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别 渐 近 于 一 个 单 孤立 子 解 (相应 于 参数 一 A1), 只 是 当 1~ 一 oo 与 
t ~t co 时 两 个 渐 近 单 孤 立 子 之 间 有 一 个 相 移 , 即 孤 立 子 的 中 心 (峰值 ) 
从 vi = v, 移 到 v, —— vw. 

类 似 地 ,如 果 限 制 | o, | M, 由 于 


"e Lv + BA (AE — ADt + 2a, — 28 (1.39) 
2 2 


故 有 上 一 士 ce 时 ,wi ~to, 


u” ~ 2À;sech(v, + v), t —— oo, 
(1. 40) 
u” ~ 2À;sech(v; — v) , t ~+ oo, 
ma, 4t~to, 而 w ,zw 也 都 趋 于 士 co 时 (也 就 是 观察 者 的 速度 A 42, 
4A? 时 ), u^ ~ O 成立. 所 以 ,综合 上 述 讨论 ,无论 上 一 十 ce 或 上 一 一 co u” 
均 渐 近 于 两 个 单 孤立 子 解 ( 见 图 1. 1 一 1. 3). 


图 1.1 MKdV 方程 的 双 孤 立 图 1.2 MKdv 方程 的 双 孤 立 
T€. = 一 1 子 解 ,t = 0.1 


这 个 事实 可 以 用 下 述 方式 说 明 : (i) 一 个 
XUL TTE t > coo 时 ,都 渐 近 地 分 解 为 

两 个 单 孤立 子 解 ,或 更 进一步 , (ii) SR BIS 

单 孤 立 子 解 (上 一 一 co 时 的 渐 近 形态 ) 当 t 增 

加 时 发 生 相互 作用 ,相互 作用 后 过 了 一 段 时 

和 间 ( 1 一 十 o0) , 它们 就 基本 恢复 原状 ,而 对 于 
其 渐 近 行为 ,也 可 以 说 其 形状 和 传播 速度 都 

没有 改变 ,但 都 有 了 一 个 “ 相 移 ”. 这 就 是 说 , 波 的 中 心 从 v = 一 w 移 到 
v, — cw. 用 物理 学 的 话 来 说 ,这 种 现象 叫 弹性 散射 . 这 是 孤立 子 的 最 基 
本 特性 , 正 是 这 种 特性 的 发 现 (首先 是 对 KdV 方程 ) ,大 大 地 推动 了 孤立 
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子 理 论 的 形成 和 发 展 . 

注 1.4 我 们 还 应 指出 ,从 平凡 解 = 0 出 发 ,用 本 节 开 始 时 所 说 的 
原始 形式 的 Darboux 变换 (1.2) 式 也 可 以 得 出 KdV 方程 的 单 孤 立 子 解 和 
Jor T E. 此 时 计算 更 简单 一 些 ,我 们 留 给 读者 来 做 . 

上 面 讨 论 了 MKdV 方程 的 Darboux 变换 ,并 用 它 计 算 了 单 孤 立 子 解 
MRM TAE. 这 些 方法 不 但 适用 于 作 多 孤立 子 解 ,而 且 可 以 更 广泛 地 适 
用 于 大 量 的 非 线 性 方程 . 下 面 就 要 讨论 这 些 比较 一 般 的 问题 . 为 此 , 先 说 
明 如 下 事项 . 

注 1.5 方程 组 (1. 8) 式 和 方程 组 (1. 10) 式 都 具有 形式 


ó, =U, ©, = Vö (1.41) 


(U, V 均 为 方 阵 且 和 更 CH). 如 果 这 种 形式 的 方程 完全 可 积 , 也 就 是 其 
可 积 条 件 

U,—V,--[U,V] —-0 ([U, V] 2 UV VU) (1. 42) 
恒 成 立 , 那么 根据 线性 偏 微分 方程 组 的 初等 理论 就 可 知道 ,对 给 
定 的 初始 条 件 t= 二, 工 二 xo, $B 二 D, 这 方程 组 的 解 存在 且 唯 一 : 这 时 U 
和 V 都 是 N XNN 方 阵 ,在 (i, zx) 平面 上 无 奇 性 ,@ 可 以 理解 为 NXN 方 
阵 ,也 可 理解 为 N 元 的 列 向 量 . (1. 42) 式 有 时 也 称 为 零 曲 率 条 件 . 线性 的 
完全 可 积 方程 组 (1. 41) 式 的 求解 可 归结 为 线性 常 微分 方程 的 求解 . 当 
U,V 有 孤立 奇 点 时 ,一般 只 能 在 非 奇 点 处 有 意义 ,而 且 可 能 为 多 值 . 


$1.2 AKNS 系统 


1.2.1 2X2AKNS 系统 


为 了 将 MKdV 方程 的 Lax 对 推广 到 更 一 般 的 情形 ,V. E. Zakharov, 
A. B. Shabat!85] 和 M. J. Ablowitz, D. J. Kaup, A. C. Newell, H. Segur!!! 
引入 了 一 种 比较 一 般 的 Lax 对 ,现在 通常 称 之 为 AKNS 系统 . 为 了 简单 
起 见 ,我 们 首先 讨论 2 2 AKNS 系统 ( 即 具 有 2 x 2 矩阵 形式 的 AKNS 
系统 ) ,然后 再 讨论 更 一 般 的 N x N AKNS 系统 . 

2 X 2 AKNS 系统 为 线性 微分 方程 组 


这 里 
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b, = Uð = Jð + Po, 
R (1. 43) 
ð, = V = `, Vað, 
1 0 0 p A B 
, P= , = , (1. 44) 
0 一 1 q 0 C —A 
A= J ajla, t), 
j=0 
(1.45) 


B — S b(a Di, 
7 一 0 


C —»ie(z, ta", 
j70 


其 中 p,q, a,b, G 是 zt 的 复 值 或 实 值 函数 , A 是 复 参 数 , 称 为 谱 参 数 . 


如 注 1.5 所 述 , (1.43) 式 的 可 积 条 件 是 


U, — V, 十 [D， V] = 0, 


对 一 切 A 成 立 .将 (1.46) 式 写成 分 量 形式 , 即 


A, — pC — qB, 
B, =p, + 24B — 2pA, 
C, — Qi — 2aC + 29A. 


上 式 中 等 式 两 端 都 是 的 多 项 式 . 如 果 按 4 DEARER, UU 


b, = Co = 0, 
aj. —pc;—qb; (OKj <n), 


ba = bba + pa; (0j <n- 1), 


1 r 
Cu = — 6, TW; (0 xj x; n— 1), 


p a b,.2 + 2pa,, 
Qi = Ca, 2 — 2QAn. 


(1. 46) 


(1. 47) 


(1. 48) 


(1. 49) 


这 时 (1. 48) 式 可 以 看 成 是 A, B, 的 系数 所 应 该 满足 的 微分 方程 ,而 
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(1. 49) XE 5, q 所 满足 的 发 展 型 方程 . 在 (1. 48) 式 中 ,a;, b;, c; 可 以 通 
过 代数 运算 及 求 导 、 积 分 逐次 得 到 , 往 下 可 看 到 ,它们 实际 上 是 p, q 的 微 
分 多 项 式 , 即 是 b, q 及 其 关于 x 的 导数 的 多 项 式 . 这 些 多 项 式 的 系数 由 上 
的 一 些 任 意 函 数 所 构成 . 从 (1. 48) 式 中 解 出 a, bj, c, 后 ,(1. 49) 式 就 成 
为 p,q 所 满足 的 非 线性 发 展 方程 . 
对 7 二 0, 1, 2, 3, 有 
ao = ao(t), bo 一 co 一 0， 


a, 一 a(t), b, = ao (t), €i 一 ao (£)q, 
a, =— Sa (t) pq +a2(t), 


b: = Fa (t) b. +ai(t)p, 


Ci ET Je. +a (t)q, a. 50) 


as = Ža (1) (pqs — ap.) — Fa (t) pa +a (t), 


4 
bs = Fo (t) (pes — 250) +a I) Pe +a (Op, 


ca = Fao (t) (dee — 29^) — Fan 0). tar (t)a. 


XE a(t), a(t), a(t), as(t) 是 zt 的 任意 函数 ,它们 是 由 (1. 48) 式 的 第 
ZRAK a, a, a2, as 所 作 的 积分 而 出 现 的 积分 常数 . 

下 面 是 最 常见 、 最 重要 的 几 个 例子 . 

例 1.1 n=3,p=u,gq=—1, a =— 4, a =a =a; —0, 这 时 ， 


a; =—u,, 6, =—u,,—2u’, c = 2u, 
(1.49) 式 化 为 KdV 方程 
Uu, F uu. buu, = 0. 
例 1.2 n=3, p=u,q=—u, a =—4,m — a; =a =0, 这 时 ， 


ai 一 0， b} =— U, — 2u, c-—u,2w, 
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则 得 到 MKdV 方程 
U, F uu. + 6 U, = 0. 
$j 1.3 n=2,p=u, q =— u, ao =— 2i, al =a, = 0, 


az =—ilul’, b, =— juz, cz =—14,, 
(1. 49) 式 给 出 非 线性 Schrödinger 方程 
iu, = u,, +2) u | u. 

我 们 已 经 看 到 ,对 7 =0, 1, 2,3, a,, bj c Æp, RART x 的 导 
数 的 多 项 式 ,它们 的 系数 是 上 的 函数 ,也 就 是 说 ,它们 是 p, a 的 微分 多 项 
式 ,但 系数 可 以 是 上 的 函数 . 下 面 要 证 明 ,这 对 于 一 般 的 7 也 是 成 立 的 . 

引 理 1.1 (1.48) 式 所 给 出 的 a,, bj, c 是 p,q 的 微分 多 项 式 . 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 : 

对 7 = 0, 结论 显然 成 立 . 

假设 当 j; < /时 ai， b,, C; b. q 的 微分 多 项 式 ,现在 要 证 明 Qi, bi, 
c, We b. aq 的 微分 多 项 式 . 

由 (1. 48) 式 得 , bj, c 是 p, q 的 微分 多 项 式 ,因此 只 需 证 明 a XE b, 
d 的 微分 多 项 式 就 可 以 了 .而 对 1 过 7 二 1 一 1, 有 


bicia-, ua Cjb ma- 
1 1 
= b, (qe Nem 3. I ie C; (pa. + Fo, 3 
1 
= (gb, — pc, J)ar, — y (eis 2 Cbs, s) 
一 一 (a. 十 Ibo 十 Fobi) T A;Qi—j, x 
1 
+ y (bs, zC1-j 十 C)， 20,-; ) 
1 1 
E (ajar; + 76C- p 266: 
1 1 
十 (pa, 十 re EI (a, zd 39. Jb 
—— (ajar; bes bis) 


T Deis, 6 Biss 
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对 7 从 1 到 :一 1 求 和 ,得 到 


1 1 
bi €, 7 cb, Ss ^ (a 十 256: 十 pa 


J71 
E (bici m cb) , 


全 1 


即 i, — i — — DD agis bee bis) (1.51) 
j=1 9 
从 而 Ei 
m 1 
0 区 i; Coa- 十 5;6i-, 十 cp ) + a,(t) (1. 52) 
J=1 0 


=p, gq 的 微分 多 项 式 . 这 就 证 明了 引 理 . B 
由 于 {a,, bi, c;| 是 p,q 的 微分 多 项 式 ,可 以 归纳 定义 {a[p, ali, 
ile, all, (chlo, 21H ,使 之 满足 递 推 关 系 (1. 48) 式 及 条 件 as[0, 0] =1, 
aj[0,0] = 0(1 <j <n). BR KH, b, lE p, qa KT x 的 
导数 唯一 确定 . 从 (1. 48) 式 可 以 得 到 如 下 引 理 : 
引 理 1.2 对 任意 p, q, 有 
b [0, q] =0, olp, 0]=0, 


(1. 53) 
ailp, 0] =a; [0, gq] —0 (1&j n). 


而 且 对 任何 满足 (1. 48) 式 的 lw , b, oh PTE a (t)(0<j <n), 使 得 


alp, q] = 2,2 (tas lp, q], 


bilb, q] = dja (OBLD, q], (1. 54) 


k 


calp, a] = Xa (telp, a]. 


注 1.6 注意 ,(1.43) 式 的 第 一 个 方程 (z- 方 程 ) 是 完全 确定 的 ,而 第 
二 个 方程 却 依赖 于 a(t), =, a OAR n 本身 ) 的 选取 ,发 展 型 方程 组 
(1.49) 式 也 依赖 于 ao(t),…, a (CO CX n ZEE) HEC. HE AKNS 系统 
中 (1. 49) 式 是 一 系列 的 方程 , 称 为 广义 的 AKNS 梯队 . 如 果 alt), n, 
a, (ti) 都 是 常数 , 则 发 展 型 方程 的 系数 与 上 无 关 , 构 成 了 一 系列 的 无 限 维 动 
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力 系统 ,特别 取 um = … = an = 0, oa = 1, 就 得 到 标准 化 的 AKNS 梯 
队 , 记 为 
[^ — K, i : (1. 55) 
q jt q 
式 中 K, 是 一 个 非 线 性 微分 算 子 ,表达 式 为 
K, |- EI (1. 56) 
q Cia = 200, 


由 作法 及 (1.48) 式 可 知 ,从 天,-: 到 K, 是 由 递 推算 法 生成 的 . 
1.2.2 NXN AKNS 系统 


到 目前 为 止 ,我 们 介绍 了 2 xX 2 AKNS 系统 .为 了 解决 更 多 的 非 线 性 
偏 微分 方程 的 求解 问题 ,很 自然 地 要 将 2X2 Lax 对 推广 到 六 X N JB EJ 


情形 , 即 讨论 形 如 
©, = U6 = àJ + P(z, t)0, 


(1.57) 
有 = VG = DIV, (x, t)" Ð 


的 Lax 对 ,其 中 J 是 N X N 常 值 对 角 和 矩阵 ,为 叙述 简洁 计 , 设 其 对 角 元 互 
不 相等 (否则 ,情况 要 复杂 一 些 ),P(z, t), V, (x, DEE N X N ER, H 
P(x, t) 的 对 角 元 全 部 为 零 ,X 是 谱 参 数 . 
(1. 57) 式 的 可 积 条 件 仍 为 
U, —V, -[U, V] = 0. (1. 58) 


利用 (1. 57) 式 中 U, V 的 表达 式 ,可 得 到 


卫 , 一 Sy, A 十 Via latte > [P, V; ja"? = 0. 
B ~ ü (1. 59) 
比较 4 HS REC RC RURSUS: 
[J, Vo] =0, 
(J, Vjnl—-V;,.+(P,VjJ=0 (0x; jxn—1), (1.60) 


PIN LL V.] 一 0. 


第 1 章 1+1 维 可 积 系统 17 


我 们 将 一 个 矩阵 M 分 解 为 M = M + M, 其 中 Mh M 的 对 角 
部 分 ,而 M = M— M**, 其 对 角 元 素 均 为 0. 由 于 J 是 对 角 元 互 不 相等 
的 对 角 阵 ,而 了 的 对 角 元 都 是 0,(1. 60) 式 给 

Vif — 0, 
Vit = [P, Vel (0<j<n), (1. 61) 


evel aera Val XO gue 14 


P, = V*t, — [P, V, ]*t. (1. 62) 


对 给 定 的 和 P 了 ,可 通过 求 导 和 积分 从 (1. 61) 式 中 解 出 VG = 
0,…, n). 事实 上 , 同 2 X Z 情形 一 样 ,对 于 nn 二 0, 1, 2, 3 等 等 ,可 以 通 
过 积分 逐次 求 出 各 个 V, ,至 于 一 般 的 n, 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 V, 的 各 
元 素 也 是 了 的 各 元 素 的 微分 多 项 式 -8]. 于 是 (1. 62) 式 给 出 关于 了 的 各 
个 分 量 的 一 个 偏 微分 方程 组 . 以 后 常用 V, [Pj 来 记 (1. 62) 式 中 的 V,, 而 
V,[P]ié PNK x 的 微分 多 项 式 , 其 系数 还 可 能 和 + 上 上 有关. 

例 1.4 WR n= 1, J = A = diag(a,, *…, an), Vo = B= diag 
(b, +, bv), Hai Aa,,b6.46,(i AJ), MV = Q(x, 的 对 角 元 都 为 
0, 则 由 (1.61) 式 ,有 


q, =2= p, (ig j), (1.63) 
a, a, 
而 方程 (1. 62) 式 成 为 
P, = Q, — [P, Q]*, (1. 64) 
Py = GP b» (es — te) Peis (1. 65) 
ki, j 
其 中 pae ent (1. 66) 
d; Wü 


(1.65) 式 是 关于 P, G 75 3) 的 非 线 性 偏 微分 方程 组 , 称 为 N 波 方程 ,其 主 
部 具 线 性 波 的 形式 ,实际 上 的 波 数 为 NON — 1)72. 
与 引 理 1. 2 的 讨论 类 似 ,对 于 一 个 和 xz 无 关 的 对 角 阵 K ,我们 记 (1. 61) 
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式 满足 Yo[0] = K, V,[0] = 0(1 4x n) WAV, 所 构成 的 V 为 
Vi[P, K] = xs 
引 理 1.2 (1.61) 式 的 通 解 可 表示 为 
Ww[P] = vy a,], (1. 67) 


XE a, e, an 为 IV,[P]} 所 相应 的 “积分 常数 ” ,它们 是 和 zz 无 关 的 对 角 
RE ,但 可 以 是 上 的 函数 . 


$1.3 Darboux 35 


1.3.1 AKNS 系统 的 Darboux 变换 
考虑 一 个 偏 微分 方程 (组 ) 


F(u,u,,w,ua,--)-—0, (1. 68) 
其 中 x 可 以 是 单一 的 函数 或 矩阵 值 的 函数 . 如 果 有 AKNS 形式 的 Lax : 


®, = US = (AJ + P), 


: (1. 69) 
ð, = V = DIVA", 


Kun J,P, V, 满足 上 一 节 的 条 件 , 当 PP 是 的 适当 的 微分 多 项 式 时 ， 
(1.68) 式 与 (1. 69) 式 的 可 积 条 件 (1. 58) 式 等 价 , 那 么 就 称 (1. 68) KAA 
Lax 对 (1. 69) 式 . 这 时 (1. 68) 式 就 是 发 展 型 方程 (1. 62) 式 . 我 们 称 (1. 69) 
式 的 非 异 的 N X N 矩阵 解 @ 为 基本 解 . 

在 本 节 中 ,假设 P 的 各 个 ( 非 对 角 ) 元 素 是 互相 独立 的 ,那么 (1. 68) 
式 是 关于 PP 的 各 个 非 对 角 元 的 一 个 微分 方程 组 , 即 (1. 62) 式 . 这 时 , 称 
AKNS 系统 (1. 69) 式 是 无 约 化 的 ,而 (1. 68) 式 就 是 (1. 62) 式 . 下 面 讨论 无 
约 化 AKNS 系统 的 Darboux 变换 . 

定义 1.1 设 D(zx,t,4) 是 一 个 NXN 矩阵, 如果 对 已 给 的 P 和 
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(1. 69) 式 的 任意 解 56, 使 @ = Do 满足 形状 和 (1. 69) 式 相同 的 线性 
方程 组 


p, — U'à' = (AJ +PP, 
| (1.70) 


(= VØ = Y VA", 
其 中 书 是 对 角 元 为 0 的 适当 的 NX N 矩阵 函数 , 则 称 变换 (P, 0) 一 
(P, D) 为 无 约 化 AKNS 系统 的 Darboux X3, D(x, t, 1) 为 Darboux 阵 . 
注意 ,依据 这 个 定义 ,P' 所 满足 的 方程 应 是 
Pe — V“ + [P , Vi]“ = 0, (1. 62^) 
XE V, 是 P' 的 适当 的 微分 多 项 式 ,事实 上 还 会 有 V =V, [P] 成 立 , 这 
在 下 一 节 将 加 以 证 明 . 
将 @ = Dó 代入 上 述 方程 组 ,可 得 U,V 的 表达 式 
U’ = DUD” + D,D”, 
(1.71) 
V' = DVD” + D,D”, 


命题 1.1 p D (1.69) X Darboux ,D’ (1. 70) XA Dar- 
boux 阵 , 则 D'D 也 是 (1. 69) 式 的 Darboux 阵 . 
证 明 因 D'R(I. 70) KK) Darboux 阵 , 故 存在 U” — AJ +P” (PW 
对 角 元 为 0), V^ — D Va, Ep = D'o' = D'Do 满足 
o. = US”, 
(1.72) 
o, 二 = Vo". 
从 而 由 定义 知 D'D 是 (1. 69) 式 的 Darboux EE. NI 
注 1.7 任何 与 4 无 关 的 常 值 对 角 阵 K 均 是 0 K Darboux 阵 ,因为 
在 它 按 (1.71) 式 的 作用 下 ,有 


AJ + P+>aJ + KPK", 
XY Va > $, KV, Kx. 
j=0 7=0 


但 在 不 考虑 PP 中 各 元 素 的 相互 关系 时 ,这 种 Darboux 阵 是 平凡 的 ,没有 
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什么 作用 . 


下 面 首先 关心 的 是 关于 4 为 一 次 的 Darboux 阵 ,不 妨 假定 它 具 有 形 
IRAI — S, 这 里 S 是 一 个 适当 的 N XN 矩阵 , 工 是 单位 阵 . 由 命题 1. 1 及 
注 1.7, 对 任何 形 如 K(X 一 S) CK 是非 退化 常 值 阵 ) 的 Darboux 阵 的 讨 
论 均 可 转化 为 对 形 如 XI 一 S Darboux 阵 的 讨论 ,因而 构 作 Darboux BE 


就 是 要 作出 矩阵 S. 


现在 要 导出 S 所 满足 的 微分 方程 . 由 (1.70) 式 的 第 一 个 方程 得 : 


(AJ + P’)(AI—S)@ 
= ((AI —S)®), 
= (AI — S)(AJ + P)6-—S.. 
此 式 应 对 (1. 69) 式 的 任意 解 都 成 立 , 所 以 比较 的 系数 得 
P'—P--[J, S], 
这 就 是 已 的 表达 式 . 
(1. 73) X8 5 A 无关 的 项 给 
S, = P'S — SP = PS— SP —- JS! — SJS, 
即 
S,+[S, JS 十 P] = 0. 
这 是 S 所 满足 的 一 个 微分 方程 . 
由 (1.70) 式 的 第 二 个 方程 ,有 
5 ViA" (aI — S)® = ((AI — S)9), 


j=0 


—(AI — S) SUVA" — So. 
7 一 0 


比较 和 了 ,和 X*，… ,的 系数 ,可 以 递 推 地 决定 {VW 如 下 : 
Vo = Ve, 
Vi“ — Via 4 VjS —SV;,, 
同时 还 得 出 S 满足 的 第 二 个 方程 
S, = ViS — SV,. 


(1. 


.73) 


74) 


.75) 


.76) 


.77) 


.78) 
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从 (1.77) 式 解 得 


Vo = Vo, 
i j (1.79) 
y V Va 1S TEJA, 
k=1 
(1.78) 式 成 为 
S,-F[S, VS ]- 0. (1. 80) 
J 一 0 


由 此 有 下 列 定理 : 
定理 1.1 AI—S 是 (1. 69) 式 的 Darboux 阵 , 当 且 仅 当 S 满足 
S. --[S, JS 十 P] — 0, 
: (1. 81) 
S.+[5, > Vo |- o, 
并 且 在 AI 一 S 作为 Darboux 阵 的 变换 下 , P^ = P [J, S]. 
证 明 wR AI S 是 Darboux 阵 , (1. 81) 式 就 是 上 面 已 得 到 的 
(1.75) 式 及 (1. 80) 式 .反之 ,如 果 (1.75) 式 及 (1. 80) 式 成 立 , 则 对 (1. 69) 
式 的 任何 解 0,8 (1. 73) UI CL. 76) 式 成 立 , 从 而 由 (1. 74) 式 决定 的 已 
及 由 (1.77) 式 决定 的 {1V)} 使 (1.70) 式 成 立 , 因 而 满足 Darboux 阵 的 定 
义 . 证 毕 ， BE : 
由 此 可 见 ,为 找 出 Darboux 阵 ,我 们 需要 求 出 非 线 性 偏 微分 方程 组 
(1. 81) 式 的 解 S. 下 面 的 定理 给 出 了 一 次 Darboux 阵 的 构 作 方法 . 
设 已 是 (1. 62) 式 的 解 . 取 不 完全 相等 的 复数 a, e, An E 
4 人 一 diag(,，…, an), A; 9 (1. 69) 式 当 = A 时 的 列 向 量 解 ， 
H = (hi,…, hy). 4 det Hzc 0b, 


S= HAH", AI—S=iAI—HAH", (1. 82) 
则 有 如 下 定理 : 
定理 1.2 由 (1. 82) 式 定义 的 A 并 一 S$S 是 (1.69) 式 的 Darboux 阵 . 
WEAR ^. 是 (1.69) 式 当 X = A; 时 的 解 , 即 它 满足 
hi, . = à;Jh; + Phi, 


F (1. 83) 
ho > VAS 
j70 
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对 A=(hi, ho, +, hy HF z Me RS, AAC. 83) 式 可 得 到 


H, = JHA+PH, 
, (1. 84) 
H, = MV,HA'^, 


j=0 


从 而 
S. = H,AH™ — HAH H,H^ 


二 


S, =H,AH™ — HAH H,H ^! 
=[H.H", S) = [DV,s™, s]. 
j=0 


这 说 明了 由 (1. 82) 式 所 定义 的 阵 S 是 (1. 81) 式 的 解 . 由 定理 1. 1 知 ， 
A 一 S 是 (1.69) 式 的 一 个 Darboux KE. FH. B 

定理 1.3 方程 组 (1. 81) 式 关于 S 是 完全 可 积 的 , 即 对 给 定 的 S, 
(1. 81) 式 存在 满足 条 件 Slr, to) = So 在 (xo, 4o) 一 邻 域 上 的 解 . 

证 明 当 S, BY Jordan 形式 为 对 角 阵 时 , 设 其 特征 值 为 A, e, AN, 
相应 的 特征 向 量 为 ho. 以 ho 为 初 值 , 解 (1. 83) 式 得 到 疡 ,在 (zu, to) 的 一 
个 邻 域 中 ,这 些 h, 之 间 是 线性 无 关 的 . H h, à: 及 (1. 82) 式 可 见 Darboux 
阵 存在 , 即 (1. 81) 式 的 解 存 在 . 若 S, 的 Jordan 形式 不 是 对 角 阵 , 则 存在 
FRILL SS | ,使 SI? B Jordan 形式 为 对 角 阵 . KY k -> oo HH, SM 一 S, 
对 SP m. 82) 式 作 相 应 的 阵 S® ，S% 必 满足 方程 组 (1. 81) 式 ,由 方程 
组 (1. 81) 式 的 解 对 初始 条 件 的 光滑 依赖 性 ,在 (x。, to ) 的 一 个 邻 域 中 SO 
KAF S, SP WR, SY 也 收敛 , 且 具 有 一 致 性 ,所 以 S 是 (1. 81) 式 的 以 
So 为 初始 条 件 的 解 , 即 (1. 81) 式 对 任何 初始 条 件 都 有 解 ,从 而 是 完全 可 
积 的 . UE. B 

当然 ,也 可 以 用 直接 计算 可 积 条 件 的 方法 来 证 明定 理 1. 3, 但 计算 比 
BU. 

注 1.8 h; 可 以 表示 为 h; = O00 =1, 2, °°, N), HHL, 
ly, sy ly 为 六 个 线性 无 关 的 N 元 常 值 列 向 量 , 所 以 (1.82) 式 中 的 五 可 


有 表达 式 
H = (D(A, Jd, , $(A;)h, MES DAN )ln). 
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一 次 Darboux 阵 的 这 种 构造 方法 可 参见 文献 [25]、[71]. 由 定理 1. 2 
及 1.3 可见,(1.82) 式 给 出 一 切 与 对 角 阵 相似 的 矩阵 S, 它 能 使 并 一 S 是 
一 阶 Darboux BE. 我 们 称 (1. 82) 式 所 表示 的 Darboux 阵 为 可 对 角 化 的 
Darboux 阵 . 在 实际 制作 解 时 , 它 特别 有 用 ,因为 它 有 用 代数 算法 组 成 的 
显 式 表达 式 , 并 且 它 们 也 构成 了 所 有 一 阶 Darboux 阵 的 主体 . 

如 果 取 初始 解 P= 0, 就 可 以 得 到 “ 单 孤 立 子 解 " ,具体 构 造 如 下 : 

Xp P = 0, (1.57) 式 的 通 解 为 @ = e009 ,其 中 


Q(A, t) 一 [Xv too: 
是 一 个 对 角 和 矩阵 . FE BY FS BL Ai, 77, ÀN Al AB L a oo" 5 ly , 令 


H = (e^) 095 t) L QU, eNI IHAA >» t) ln) : 


jul 
P —[J, HAH™] 

就 给 出 (1. 62) 式 的 解 , 且 它 相应 的 Lax 对 的 基本 解 即 (1. 70) 式 的 解 为 
© = (AI — HAH™)®. 

注 1.9 如 果 Vi[f0] 不 依赖 于 c, 887, RAA, tet NRE, Mow 
子 是 常 速 的 ,否则 ,我 们 就 得 到 变速 的 孤立 子 [35]. 

如 果 用 已 作为 初始 解 ,再 作 Darboux 变换 ,就 得 到 “ 双 孤 立 子 解 ”, 在 
求 “ 双 孤立 子 解 ” 的 过 程 中 ,因为 通 解 8 已 知 ,P”, 是 用 纯 代数 方法 得 到 
的 , 故 不 再 需要 解 微分 方程 .用 同样 的 方法 依次 类 推 , 可 得 到 任意 的 “多 和 孤 
立 子 解 ”. 从 下 一 节 的 讨论 可 见 ,这 些 孤 立 子 都 满足 同一 方程 组 . 

对 于 一 般 的 AKNS 系统 ,由 于 det 互 夭 0 不 一 定 在 R "上 处 处 成 立 ， 
所 以 Darboux 变换 未 必 能 给 出 在 R :上 处 处 正则 的 解 . 


1.3.2 Darboux 变换 保持 方程 不 变 
我 们 已 经 知道 , (P , V' ) 满 足 相 同 的 递 推 关 系 及 形式 相同 的 发 展 方 
程 ,这 就 是 说 ,(P, VRE. 61) 式 和 (1. 62) X, CP’, V’) 也 满足 相同 
的 两 套 方程 ,因而 Vi 也 可 表 为 P' 的 微分 多 项 式 ,其 表示 式 在 形式 上 与 
(1. 67) 式 相同 , 即 , 
Vi[P’] = 2,VISEP, o^ (1)]. 
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本 节 中 要 证 明 :Vi[P'] 的 表达 式 不 仅 在 形式 上 与 (1. 67) 式 相同 ,而 且 其 
系数 ae (0), =, a(t) a(t), =, an (¢) FAI. 从 此 可 推出 P 和 PP 所 
满足 的 是 同一 个 发 展 方程 (1. 62) 式 . 有 如 下 定理 : 

定理 1.4 RIVI AWE. 61) 式 的 关于 PP 的 微分 多 项 式 ,P 是 
(1. 62) 式 的 解 .如果 XI 一 S 是 (1.69) 式 的 Darboux 阵 , P = P 十 [J ，,S]， 
QU P' 55 P 满足 相同 的 方程 (1. 62) 式 . 

WEAR 只 需 证 明 

VS VAP (e012 ww %) (1. 85) 


就 可 以 了 . 
为 证 明 这 一 事实 , 先 设 P 为 z BO RT PARES NXN ÓBPEHB BEC (PO = 0); 
SJ x 的 可 微 N X N 矩阵 值 函数 ,满足 


Se LIS Sis 


MAP =P+4+[J, S] 是 z 的 另 一 可 微 N XN ERARA (P = 0), 
首先 注意 ,对 于 给 定 的 可 微 函 数 P' ,至 少 在 每 一 点 的 一 个 邻 域 必 存在 P 
和 S 使 这 些 关系 成 立 . 事实 上 ,给 了 了 人 之 后 , 解 S 的 微分 方程 


S, = [P SJ, S], 


MS P=P'—([J, S], 就 能 使 这 些 关 系 成 立 . 
现在 以 P 代 入 微分 多 项 式 Vo，,…,V,, 依 (1.77) 式 逐次 作出 Vo,… 
Vo 经 过 一 定 的 计算 ,可 得 到 恒等式 


[Vl VP 
= [J， Vig Va LF, V,J+ (J, V]— Vi, = 
+[P’, V4 19S SC 了 Via]) 


(7 =0, °°, n—1). 
根据 v,[P] 所 满足 的 方程 ,用 数学 归纳 法 ,就 可 知道 
[J, Va] V... +IP, Vj] 20 (=0,.,n—1). 
此 外 ,还 可 证 明 


Vo TIP y= 
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这 就 是 说 , V 和 了 也 满足 (1. 61) 式 . 这 样 ,如 前 面 所 述 ,V, 可 表示 为 P" 
的 微分 多 项 式 


=w[P']， 
但 这 里 的 P' 可 取 为 任意 的 可 微分 函数 . 
人 
~ ALP] = V EP^] — V,LP^], (1. 86) 


由 (1.77) 式 知 Au = 0. 假设 A = 0, 那么 由 (1. 61) 式 可 见 
[J, Aca] = Aj .一 [P A, ]"* = 0， 
从 而 得 
A — 0. 
再 从 (1.61) 式 可 见 
Ais. [P', Ala] — 0, 
从 而 ASSLP'] 与 z 无 关 . 现 在 再 证 明 AZS[P'] E P'g5X. DAP, id P' 
的 元 素 , 以 P;C d P; 关于 z 的 a 阶 导 数 ,又 设 AS SP 的 导数 的 最 
高 阶 次 为 +, 则 


= 2a Ja p' 
3A um Ps a (1.87) 


Sa Pi), 其 系数 必须 为 0, 即 AS RAS PH r BPR, al 
它 和 已 无 关 . 我 们 特别 取 S= 0, P= P', A Via 的 定义 (1.77) 式 可 见 


Ais =-0. 


这 样 就 用 数学 归纳 法 证 明了 
VP TE WLP GSi; 5m); 
其 特殊 情形 (对 AKNS 系统 的 Darboux 变换 ) 就 是 要 证 明 的 (1. 85)A. M 
所 以 对 AKNS 系统 中 的 发 展 型 方程 (1. 62) 式 来 说 ,上 面 给 出 的 一 次 


Darboux 变换 都 将 此 方程 的 解 变 为 同一 方程 的 解 . 


注意 到 由 
P' = P+[J, S], Ø =(I-—-S)@ 


FENH Darboux 变换 


(P, 6) —>(P’, &) 
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可 以 用 同一 的 纯 代数 的 算法 继续 进行 下 去 ,得 到 AKNS 系统 的 解 的 无 限 
系列 

(P, o) —> (P’, p) — (P”, p) — … 
1.3.3 高 次 Darboux 变换 与 可 换 性 定理 


前 面 讨论 的 是 一 次 Darboux 变换 , 即 Darboux 阵 关 于 4 是 线性 的 . 本 
RS A 的 多 项 式 形式 的 Darboux 阵 , 并 利用 二 次 Darboux 阵 的 对 称 性 
得 到 著名 的 可 换 性 定理 . 

显然 ,连续 作 r 回 一 次 的 Darboux 变换 ,就 会 得 出 > 次 的 Darboux 变 
换 , 但 也 可 以 直接 作出 显 式 表 示 的 > 次 Darboux f£. 

在 讨论 一 次 Darboux 阵 时 ,由 (1. 82) 式 , 即 由 SH = HA 可 构 作 出 
Darboux 阵 D(x, t, A) = Al — S (定理 1.2), 并 且 SH = HA 等 价 
T D(z,t,A)h = 0, 这 里 hh Æ$ Lax X Ea = A; BE BS JU] Bw, 
det(hi, =, hy) #0. 现在 将 这 些 事实 推广 到 4 的 > 次 多 项 式 的 情形 , 即 
讨论 显 式 表 达 的 形 如 


D(z, t, à) = YD, (z, t), D =I (1. 88) 
J 一 0 
的 N X N Darboux KẸ. 


E Nr 个 复数 和 Xi， diy FS Ane » ELLA = A; 时 Lax 对 的 列 向 量 解 h; 
(21,5, Nr). id 


hi h: hy- 
aes ic Li u ditas l (1. 89) 
AV hy APOha c AN Ane 
它 是 Nr X Nr 阵 , 方 程 组 
D(z, t, Ài)h; = 0 
等 从 于 
D Bo t)Aih, —— Aihi (i Ux l, E: Nr), (1. 90) 
J70 
并 且 可 写成 为 


( D,- P Di)F, = (Ath; ;7U*, AN nr ) (1. 91) 
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的 形式 ,这 是 关于 DD 的 系数 (D,, Da, ++, D) 的 线性 代数 方程 组 ,在 条 件 
det F, 关 0 时 它 存在 唯一 的 解 (D.，D-，…， Di), 所 以 当 det F, AON 
7EME— H N 阶 矩 阵 D(x, t, 4) 满足 D(x, t, Ah; =O (i = 1, 5, Nr). 
KTRK D eH, +, hw 作出 的 ,我 们 将 它 记 为 DOS , +, hu, A). PRO 
进一步 说 明 它 是 一 个 Darboux 阵 , 并 给 出 它 的 一 个 分 解 [和 所; 91 , 即 如 下 定理 : 

定理 1.5 给 定 Nr 个 复数 入 ,，…, Ane Whi ÆA Sill, e, Nr) 
时 Lax 对 (1. 69) 式 的 列 向 量 解 ,F, 如 (1. 89) 式 所 定义 ,如 采 det F, #0, 
WE: 

(1) 存在 唯一 的 形 如 (1. 88) 式 的 矩阵 D(hi, i, An, A) ,使 得 


D(hi, ，…, hw, , A, hi = 0 (1-58 15:24 Kus Nr), 


并 且 D(h , «+, An, AHÉ(I1. 69) ES r 7X Darboux 阵 ， 
(2) 如 果 det F, 40, WEI r 次 Darboux 阵 分 解 为 一 次 Darboux 
阵 和 (r — 1) 次 Darboux 阵 的 乘积 : 


D(h, ;.7755 hn, , à) 
ue D(D(h; ;77, Ancr-1) E Ano )AnG—1)41 9 “5 
Dh, gory huc) , Anr Ane , A)D(h, » tg hu) , A), 


(1,92) 


式 中 第 一 因子 为 一 次 Darboux 阵 , 第 二 因子 为 (r 一 1) 次 Darboux BE. 
(3) 一 般 的 D(hi, i, hv，A) 可 分 解 为 > 个 一 次 Darboux 阵 之 积 . 
(4) P = P—[J, Di] 是 方程 (1.62) 式 的 解 . 
证 明 (1) 中 和 矩阵 D 的 存在 性 和 唯一 性 已 在 上 文 得 出 了 . 现 证 (2). 记 


A: = diag (Ance-1)-+1 y 7t, Ane) ， 
H, == (Ance—1)41 9 7", hw), 


则 
H, H; H, 


HiAi H;A; mee H,A, 


F, = (1. 93) 


HA HAS ce ~~ HAT 
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Hi, H, H, 
HiAi H;A; vtt H,- A, 


7 一 ] ^. 
HA~ HAS SN H,-, Ata 
非 退 化 ,可 作 一 个 关于 4 的 最 高 次 为 r 一 1 次 的 矩阵 D(hi,…, huo, À) 


满足 
D(hi, Uy Ancr-1) 5 Ai Dh; = 0 (i = Te 25 AS. N(r —1)). 


h, = D(h, Ut, hne), à: )h; (i = N(r—1)+1, TEE Nr), 
Bifg— X 5B8EED(RANG-4 $c tag hs, , A) ,并 记 
D'(4) = D(h'yG-y EP h^, , A)D(h, ;U*5 h wo) , A) , 


W|D'(ij)h; =O (i21,2,--, N(r—1)). 又 对 ;一 NOr 一 1) 十 1，…， 
Nr, 有 

D'(A))h; = D(huo-5u , 7, hw, Ai) h; = 0, 
所 以 D'(A) = DA). 

这 样 ,就 将 一 个 由 (1. 90) 式 决定 的 ~ 次 矩阵 分 解 成 了 一 个 > 一 1 次 和 
一 个 一 次 矩阵 的 复合 , 即 得 到 了 (1. 92) 式 .(2) 得 证 ， 

对 于 Doh, +, hue, A), WRAAE Fr, Fr, e TIIRI 
不 为 0, 则 可 以 重复 上 述 过 程 ,结果 就 能 把 D(hi ,…, hn, 4) 写 成 7 个 关 
FA 线性 的 矩阵 的 乘积 . 由 于 7 = 1 时 ,D(h,…, hn,4) 是 Darboux Ke, 
所 以 由 数学 归纳 法 知 Dlh, «+, hy, AJE Æ Darboux 阵 , 且 它 可 分 解 为 
r 个 一 次 Darboux 阵 的 乘积 

D = (AI—S,):- (AI — $1). 
由 于 det F, 40, 总 能 通过 同时 交换 A: MAL PD, E FL. Fa, 
的 行列 式 均 不 为 0.(3) 得 证 ,并 且 D 为 Darboux 阵 ((1) 的 第 二 个 结论 ) 也 
得 证 . 


由 于 
DSS EE PSU 


al- S BM, P>P = PIJ, $1], Bal — S: 变换 后 ， P > 
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P”=P'+[J, S:], 依次 类 推 得 ,经 D 变换 后 ， 
P>P+[J,S,+-+°+S,]=P-—-[J, D], 


所 以 P— I[J, D] 是 方程 (1. 62) 式 的 解 . (4) 得 证 ， OF 
以 下 我 们 叙述 和 证 明 Darboux 变换 的 一 个 重要 性 质 一 一 可 换 性 定 
理 , 这 个 定理 发 源 于 Sine-Gordon 方程 的 Bicklund 变换 ,后 来 有 许多 推 
广 和 证 明 , 这 里 的 证 明 可 见 文献 [41] (2 X 2 情形 ) 和 文献 [25] (NXN 
情形 ) ,这 个 证 明 不 用 任何 边界 条 件 , 而 且 关 于 参数 的 配置 具有 最 确 
Wm. zi 
MCP, A) HRA, s, AD 为 参数 ,以 内) = BA) LO 
作 Darboux 变换 ,得 到 解 (P2 , PY (A)) ,这 里 IO 是 N 个 篆 值 列 向 
a AARAA, ANP ADU, SN CPO , DP (A)) HE Darboux 变换 ， 
FẸ (PEP, oS? (AX 
同样 ,从 解 (P, 600) LE Wa, P 为 参数 作 Darboux 变换 ,得 
(PO? , 9? ()) ,再 以 人 ,UY 为 参数 作 Darboux 变换 , JS (POP, g^? 
(A)). 由 上 所 述 得 如 下 定理 : 
定理 1.6 (可 换 性 定理 ) 
(PO? Gor Qyy = CPF, OY A)): (1. 94) 
证 明 根据 定理 1.5 AO P(A) AS? P (4) pé E. B(4) 经 二 次 
的 Darboux 变换 得 到 的 ,有 表达 式 
QU? (4) = DAP, =, AP, AW, =, AR, A), BA), 
q (3) = D(A, =, AR, hP, oe, AN, A), OCA), 
由 定理 1.5 的 (1) 可 见 ,此 两 式 的 右 端 又 是 相等 的 ,所 以 可 换 性 定理 成 立 ， 国 
可 换 性 定理 可 以 用 如 下 形式 表示 : 
(P, o) ee ee c ( P) ， QU) 
A ; LO A” LO 
(1.95) 


(1, 2) (1, 2) 
(P pert) 
| 
(PE? ] Qo: B 


(1) (1) 
(po p?) A ,LL 
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这 里 LY 和 3 分 别 表 示 列 向 量 组 i BLY. 

注 1.10 高 次 Darboux 变换 的 研究 使 理论 更 完整 了 . 分 解 定理 表示 
高 次 的 Darboux 变换 可 以 由 一 次 Darboux 变换 生成 . 所 以 在 应 用 上 束 可 
以 用 多 回 一 次 的 Darboux 变换 来 代替 高 次 的 Darboux 变换 ,这 样 可 以 如 
免 阶 数 很 高 (Nr 阶 ) 的 行列 式 的 计算 . 由 于 一 次 Darboux 变换 的 计算 公 
式 ( 算 法 ) 是 纯 代 数 的 ,所 以 可 以 反复 运用 同一 套 算法 来 得 出 一 系列 的 解 ， 
这 对 于 利用 计算 机 进行 符号 运算 来 求解 是 非常 方便 的 . 

注 1.11 定理 1.6 的 证 明 是 对 显 式 表达 的 Darboux 变换 而 作 的 . 由 
于 非 显 式 表 达 的 Darboux 阵 可 以 看 成 为 显 式 表达 的 Darboux 阵 的 极限 ， 
所 以 这 个 可 换 性 定理 对 于 非 显 式 表 达 的 Darboux 变换 也 成 立 . 


1.3.4 一 次 Darboux 阵 的 进一步 结果 


本 段 中 要 说 明 , 由 定理 1. 2 给 出 的 Darboux 阵 方法 不 仅 适 用 于 
AKNS 系统 ,而且 适用 于 许多 其 他 的 Lax 对 ,特别 是 当 U, V 是 4 的 多 项 
式 的 情形 ; 另 一 方面 ,也 要 说 明 这 种 Darboux 阵 事实 上 包含 了 所 有 可 对 角 
化 的 形 如 人 MT 一 S 的 Darboux 阵 ,而 不 可 对 角 化 的 Darboux 阵 可 以 由 可 对 
角 化 的 Darboux 阵 的 极限 得 到 . 

首先 ,我 们 将 Lax 对 (1. 69) 式 推广 为 


P- = US, (1. 96) 
ð, = Vö, 
其 中 U,V 是 谱 参 数 4 的 多 项 式 : 
O(a) U(r 
a (1.97) 


V(x, t, à) = S vi L)À 7, 
AFU, V, ZN XN EK. 
显然 ,(1.96) 式 的 可 积 条 件 为 
U, —V, -IU, V] — 0. (1. 98) 


本 段 中 仍 要 讨论 没有 约 化 的 Lax 对 的 Darboux 阵 , BA Jg U, , V, 的 
各 个 元 素 之 间 除 可 积 条 件 (1. 98) 式 以 外 ,没有 任何 其 他 的 约束 . 换言之 ， 
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所 研究 的 非 线性 偏 微分 方程 组 就 是 (1. 98) 式 ,也 即 它 左 侧 关 于 和 展开 
式 的 各 次 系数 为 0 所 得 的 方程 组 ,而 其 未 知 函 数 就 是 NX N BE U;, Vi 
(1—0,1,--s, n). 与 第 一 段 类 似 , D — AI — S 为 Darboux 阵 等 价 于 存在 


UE 21)» UA a 
j=0 


(1.99) 
V'(z, tea) —» VO ds 
220 
tp —Do-(Al-—S)oiW)E 
p.c EP, (1. 100) 
=V’, 
这 里 @ 是 (1.96) 式 的 基本 解 ,U,V 是 4 的 m 与 n 次 的 多 项 式 . 
易 见 ,U ,有 表达 式 
U = DUD” + D,D”, 
(1. 101) 
V’ = DVD” + D,D” , 
mE U’, Vix 
U,—V.-r[U', V] — 0. (1. 102) 


问题 仍 在 于 求 出 S 使 (1. 100) 式 能 够 成 立 . 在 求 出 S 之 后 ,就 有 了 


Darboux 变 换 
(U,V, 6) — (U', V', 9^). 


与 定理 1.1, 1. 2. 1. 3 相对 应 ,有 如 下 定理 : 
定理 1.1 XI 一 S 是 (1.96) 式 的 一 次 Darboux 阵 当 且 仅 当 S 满足 


Si 1S; U(9)] — 0; 


(1.103) 
S, - [S, V(S)] = 0. 
Xm P : 
UG) c WUS Vis Vs. (1. 104) 


设 (U,，V) 满 足 可 积 条 件 (1. 98) 3X. ON 28 XE HJ RENAE A = 
diag(A., «+, Av), FA (1.96) 34A 二 时 的 列 向 量 解 , H = (rns, 
hy). 4 det H Æ 0 Ħ,& S = HAH", WA: 
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Æ 1.2/ GRE Al — S 是 (1.96) 式 的 Darboux 阵 . 

定理 1.3” 方程 组 (1. 103) 式 是 完全 可 积 的 . 

以 上 定理 的 证 明 同 前 面相 应 定理 的 证 明 完 全 类 似 , 在 此 从 上 略 . 要 注意 
的 是 对 AKNS 系统 ,把 V;[ Pj 的 偏 微 分 方程 逐步 解 出 , 取 定 “积分 常数 ” 
使 得 V;[Pj] 成 为 P 的 微分 多 项 式 , 从 而 只 剩 下 关于 P 的 偏 微分 方程 
(1. 62) 式 . 现在 一 切 U;, V; 都 作为 独立 的 未 知 函 数 来 处 理 ,它们 的 偏 微 
分 方程 为 (1. 98) 式 ,具体 地 说 , 令 其 右 端 关 于 4 展开 的 各 次 系数 为 0, 就 是 
这 个 偏 微 分 方程 组 的 显 式 形式 . 

定理 1. 2 的 逆 定 理 也 成 立 ， 

定理 1.7 (1) AA AI — S Ẹ (1. 96) XS Darboux 阵 , 且 在 某 一 点 可 
对 角 化 , 则 存在 常 值 对 角 阵 4 = diag(i, «+, Aw) 和 Lax 对 (1.96) 式 当 
4 = 二 XA; 时 的 列 向 量 解 h; (i — 1, 2, …，N) ,使 在 该 点 的 适当 邻 域 中 H = 
(hi, «+, hw) SERIE, H. S = HAH”. 

(2) 如 果 XI 一 S 是 (1.96) 式 的 处 处 不 可 对 角 化 的 Darboux 阵 , 则 存 
在 显 式 表 达 的 ( 即 可 对 角 化 的 )Darboux 阵 序列 A — S., 使 S. 及 其 关于 
Zz, 上 的 导数 在 适当 的 区 域 中 分 别处 处 收敛 于 S 及 其 导数 . 

本 定理 的 证 明 与 定理 1. 3 的 证 明 类 似 ,这 里 不 再 重复 . 

例 1.5 处 处 不 可 对 角 化 的 Darboux 阵 的 例子 : 


考虑 Lax 对 
A 
ac je. 
É (1. 105) 
" 214^ +ipq —2iAp — ip. 
o, = @ 
— 2i àq + iq, 2i à? — ipg 
它 的 可 积 条 件 给 出 非 线 性 发 展 方程 组 
ip, = Pe 2p'q, 
(1. 106) 
iE iq; = Qzx — 2pq’. 
此 方程 组 有 解 : 
p=asech(ax)e*', g=—a sech(ar )e*', (1.107) 


DUE HEU p= q = 0 出 发 ,以 
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.2 

sig? t/2 /2 —az/2 

e la 0 e** e az. 
0 ia? t/2 —ax/2 ar/2 


e e e 


所 作 的 Darboux EE D = AI — HAH 给 出 的 解 .现在 以 (1.107) 式 作 种 子 
解 , 相 应 的 Lax 对 (1. 105) 式 的 基本 解 为 


gH 0 
(AI — HAH") zs 
0 ez 二 2 这 t 
EX 
AC€ mun & 0 
0 Oj’ 
则 可 取 
人 hi? AYP 
Ay? hie 
式 中 
(e) 2e- 6 a 一 iz2z 一 8 
A? = ee 一 上 tanh(az) Je — —sech(axr)e ^**, 
a 2 
hi? 一 一 etanh(az ) 十 sech(ar )ere: 
hp =— e sech(ar )e* ‘+ + (s 十 E: tanh(az ) E : 
h$} =— e sech(az )ei : — tanh(ax), 
0 一 ez — 2ie’t. 
从 而 , 当 e 一 0 时 ,有 
HX? A(€G (H9 j^ Ey S, 
sa sinh (ar)e *' e e | 
A | — sinh? (ar)  —sinh(ox yee 
ha dae ri of = 2a sinh? (ax) 


A A f 


AH 
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A=(at2-2 sech(ax )e™')cosh? (ax ). 


注意 到 S 的 两 个 特征 值 全 为 0, 但 S 夭 0, 所 以 S 是 不 可 对 角 化 的 ,但 根据 
作法 可 知 , MT 一 S 是 一 个 Darboux KE, EN S 满足 (1. 103) 式 . 

最 后 要 说 明 的 是 :1. 3. 3 小 节 中 关于 高 次 Darboux 阵 及 可 换 性 定理 
的 结果 ,对 一 般 的 Lax 对 (1. 96) 式 同样 成 立 . 此 外 , 当 将 (1. 96) 式 中 的 U， 
V 推广 为 的 有 理 函 数 时 ,类 似 的 结果 仍 成 立 [87]. 


$1.4 KdV 梯队、MKdV-SG 梯队 和 NLS 梯队 


上 市 中 讨论 了 一 般 的 AKNS 系统 (以 及 更 一 般 的 系统 ) 的 Darboux 变换 ， 
当时 假定 它们 是 无 约 化 的 , 即 P 的 非 对 角 元 素 之 间 没 有 任何 约束 . 但 是 事实 
上 ,会 遇 到 存在 约束 的 情形 ,我 们 必须 考虑 这 些 约束 条 件 . 在 构 作 Darboux X 
换 时 ,要 保证 这 些 约束 条 件 在 变换 后 仍然 成 立 , 这 是 技巧 性 相当 强 的 问题 ,在 
许多 情况 下 ,这 种 约 化 问题 已 解决 得 很 好 ,但 还 缺乏 统一 的 ( 普 适 的 ) 方 法 . 

本 节 中 要 讨论 N= 2, p, a 有 约束 时 的 一 些 具体 方程 ,它们 是 2X 2 
AKNS 系统 的 一 些 特殊 的 非常 有 用 的 情形 . 它们 是 :(1) KdV 梯队 :p 是 
KAŽ, q —— 1; (2) MKdV-SG 梯队 : q =— p 是 实 函 数 ; (3) NLS 梯 
队 : qg —— p. 这 些 情 形 已 有 过 不 少 研究 !6] ,但 只 限于 KdV 等 单个 方程 . 
这 里 是 用 统一 的 方法 处 理 整 个 梯队 ,并 且 系 数 可 与 1 有关. 这 种 处 理 方式 
首先 见于 文献 [ 24，35]. 


1.4.1 KdV 梯队 [35] 


考虑 Lax 对 
, = Uo 
(1. 108) 
Ó, = VO, 
式 中 
0 1 A B 
v= | | v=] | (1. 109) 
5 一 上 4 0 C —A 


A, B,C 是 谱 参 数 & 的 多 项 式 . 
531.2 类 似 ,由 可 积 条 件 (1. 58) 式 得 
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—A,+C—B(t—u) = 0， 


Bid 2A 9, 


mG 2AÀ(C—u)- 0. 


由 前 两 个 方程 ,得 


TEM 
A —— S B., 


C= {B — uB — 1B. 


将 (1. 111) 式 代入 (1. 110) 式 的 第 三 式 , 得 


Sg BB A LB. 


现在 令 


B= Sila, DO, 


则 由 (1. 112) 式 得 出 


bo, « = 0, 


oe ubj, = + usb, m Ce E TEA 


ue Dub. adiu Ro Fb, m 
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(1. 110) 


(1. 111) 


(1. 112) 


(1. 113) 


(1. 114) 


(1. 114) N28 HH T u ANE, 34 n Z2 lh at EZ At KdV 方程 . 


与 引 理 1. 2 2812 , FR C1. 113) AH 


b, = Dy aes GB Lu] , 


Rm OF [lul WEEER. 113) SLO] = 1, LO] 0G 20D. € 


AS bj [u] HA (1. 113) AME — HE. 
开始 的 几 个 久 为 


相应 的 方程 为 : 


(1. 115) 
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n=0; 有 线性 方程 
u, = ay(t)u,, 
n -—1: 有 
“= ao (t) (= NM Zuu, TO (1.116) 


WR ao = 常数 ,a, = 0, (1. 116) 式 就 是 通常 形式 下 的 KdV 方程 . 
n= 2; 有 


U: = ao (t) (is Uzrzrrrr = ue sp runs. ae By us | 


taQ( was Fus Hoan (2) (1. 117) 


通常 称 为 5 Br KdV 方程 . 

下 面 讨论 KdV 梯队 的 Darboux 变换 ,还 是 利用 前 面 关 于 AKNS I 
统 的 一 般 结果 . 从 形式 上 看 ,计算 似乎 麻烦 一 些 ,但 由 此 可 以 对 一 般 的 方 
法 有 进一步 的 了 解 . 与 31.1 中 的 叙述 相 比 较 , 可 以 看 出 这 里 的 方法 是 对 
整个 梯队 有 效 的 . 

(1. 109) 式 给 出 的 U, V 与 AKNS 系统 的 形式 有 所 不 同 ,但 可 通过 一 
个 与 5 有 关 的 常 值 矩阵 作 相似 变换 ,使 得 Lax 对 变 为 AKNS 系统 的 形式 . 


令 
Re oh gta 
ep -8 2 
w= Rọ, 
A u (1. 118) 
D = RUR = | | 
=i us 
E AB—A XB—21A—C 
V = RVR” = 
=f A—AB 
则 V ug 


v,—Uwv, y, = VY. (1.119) 


这 就 是 KdV 方程 的 Lax 对 的 AKNS 形式 .由 $1. 3 的 讨论 ,要 作 它 的 
Darboux BE , 5¢ E BRE A, A2 RA — A1, AS 时 Lax 对 的 列 向 量 解 hi, 
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hy. 不 过 ,这 里 要 求 经 Darboux 变换 后 得 到 的 矩阵 仍然 具有 (1. 118) 式 中 
所 指出 的 形状 , 即 
Peru 
U = 9 
—] 一 人 
vs. aeu )2B[x ] — 242A [v ] —C[u’] 
— Blu’ ] Alu ] — AB[w' ] 
(1. 120) 
只 有 Xz SA, hs 与 ha 之 间 有 一 定 的 关系 才能 做 到 这 一 点 (即使 得 U0 的 
第 二 行 第 一 元 素 为 一 1). 
如 果 | "| 是 Lax 对 (1. 119) 式 当 = ay 时 的 解 ,那么 可 直接 验证 得 


a 2 0 
( ps P) 是 (1. DRH à —— Ao 时 的 解 . 现在 取 
E 0 | 1 ies 
A= . = | (1. 121) 
Or sem B B 
TE 
iik diri 
S = HAH” = em (0 (1.122) 
1 lu 


sth r= B/a, 并 记 ; 
5=| "| = (1. 123) 
TES 
WW EAD Jg Darboux 阵 ,经 万 变换 后 ,有 


Bu ee Bee A ul 
D-50545, = | | 


其 中 
ul =—u-2(4+*). (1. 124) 
[4 [4 


根据 对 AKNS 系统 的 一 般 讨 论 ,V 由 (1. 120) 式 的 第 二 式 给 出 ,从 而 
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(1.123) 式 定义 的 万 是 KdV 梯队 中 一 个 方程 到 自身 的 Darboux 变换 . 至 
此 ,我 们 已 完成 了 对 整个 梯队 普 适 的 Darboux 变换 公式 . 

为 了 和 8 1.1 的 叙述 相 比 较 , 注 意 ,如 果 NE 119)5&24 à = Xo 时 
的 解 , 则 (1. 108) 式 相应 的 解 是 


= Qi — p 
R (40) (5 )= bo (1.125) 
Wo 为 此 解 的 第 二 个 与 第 一 个 分 量 之 比 BI 
T a + ào 
G 一 二 有 == z Ào, (1. 126) 
Wl] o 满足 
BA a (1. 127) 
" | o 06 —À (1. 128) 
EUR | | 


为 得 到 (1. 108) 式 形式 的 Lax 对 的 Darboux BE , 令 


pari : I — S)R 
一 i IE 


ex 1 
i V—-A +o’ —c 


=o. 1 
= | | (& = A>). 


Core =o (1. 129) 
可 直接 验证 ,这 时 ， 
U’ = DUD” 十 D.D- = | i Ji (1. 130) 
t—20d- u--2s 0 
由 此 也 可 看 出 ,D 保持 Lax 对 的 x 部 分 的 形式 不 变 , 且 将 u BA 
wu = 2t,—u-— 2o! (1. 131) 


(这 同 (1. 124) 式 给 出 的 结果 相同 ). 由 定理 1. 4 可 知 , V [u] = Viu], B 
保持 Lax 对 的 上 部 分 不 变 . 归纳 上 述 的 作法 及 讨论 , 则 有 如 下 定理 : 
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定理 1.8 如 果 * 是 (1.114) 式 的 解 ,g% 是 任 一 非 零 实数 ， H 是 Lax 
(1. 108) 3M 6 = & 时 的 一 个 解 ,o = Ba, 则 


(1. 132) 


| =g 1 
D = 

5 一 如 +o — oo 
是 (1. 108) 式 的 一 个 Darboux 阵 , 它 将 (1. 114) RA — E 变 为 同一 个 


方程 的 角 
i = 25-4295 (1. 133) 


1 
注 1.12 从 (1.129) 式 中 取 D= R! Hh | (AI 一 S)R, 而 不 是 


0 

—1 
R^ (AI — S)R. 这 是 为 了 使 U “与 可 具有 相同 的 左下 角 元 素 ( 一 1) ,从 而 使 
(1. 114) 式 的 一 个 解 变 为 (1. 114) 式 自身 的 另 一 个 解 . 


it 1.13 miros [| meme 
pz = (£—u)$, 

(1. 134) 
$, = Ad + B$.. 


形式 上 这 与 8 1. 1 类 似 ,不 过 这 里 的 A 和 B 关于 可 以 是 任意 次 ,其 系数 

是 $$ 的 适当 的 微分 多 项 式 . $1.1 所 讨论 的 只 是 一 个 非常 特殊 的 情形 . 
在 上 述 定理 1.8 中 ,Ba, 故 oc 二 as/a.(1.129) 式 中 的 变换 DD 给 出 
$— 4 = p, — op = 4, — *:4, (1.135) 


a 


而 由 (1. 127) 式 及 (1. 131) 式 得 到 最 原始 的 Darboux 变换 式 
u = ut 2(Ina),. (1. 136) 


iE 1.14. 从 (1.113) 式 逐次 得 出 b, 六，… 时 ,积分 常数 都 可 以 是 t 
的 函数 ,因而 所 得 的 非 线性 方程 的 系数 也 可 以 含有 上 的 函数 ,如 例子 
(1.116) 式 (1.117) 式 所 示 . 这 些 系数 依赖 于 上 的 方程 的 解 与 不 依赖 于 
的 方程 的 解 的 运动 与 相互 作用 有 很 大 的 不 同 . 系数 不 依赖 于 上 的 方程 的 
孤立 子 解 沿 同一 方向 作 等 速 运动 ,波峰 高 的 速度 也 快 ,而 系数 依赖 于 上 的 
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方程 的 孤立 子 解 是 变速 运动 的 ,例如 可 以 作 振荡 运动 ,波峰 高 的 孤立 子 其 
速度 也 可 以 是 慢 的 [35]. 


1.4.2 MKdV-SG 梯队 124] 


考虑 Lax 对 
A p 
.= Ub = | le 
(1. 137) 
A B 
ð, = Vo = p 
ea 
Km,A, B, CHA, A ' 的 多 项 式 ,满足 
A(—A) =—A(A), B(—24) =—C(A), (1. 138) 
并 假设 x 
Aeon gae (1.139) 


(m>0,n>0). 与 前 面 讨论 的 AKNS 系统 不 同 的 是 ,这 里 的 A, B,C 
不 再 限制 为 * 的 多 项 式 ,而 允许 4 ARREN, (1. 139) 式 中 出 现 最 低 
BJ fA TCR Qaim", 
由 可 积 条 件 U, 一 V, 十 [U,V]= 二 0 得 
; — p(B+C), 
fi — B, —2pA 4-24B = 0, (1. 140) 
p: +C. +2pA 十 2AC = 0. 


由 此 ,有 ] 
A va 
B+C = — = LEE Wa 
p 2; b (1. 141) 
B—C= —— 


- Gr) emen 


(从 这 里 可 知 , B(—A) —— CO) 自然 满足 ) 及 


p, 一斑 (B 一 C)。 一 MB 十 O)， (1.142) 
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比较 (1. 142) 式 中 4 的 各 项 系数 ,得 到 w 满足 的 递 推 关系 ,它们 包括 两 部 
分 , 即 由 4 的 正 蜂 次 的 系数 得 


A tame) Go 0,1, 7, 2-0, — (143) 
Ei A FSFE BY ZR 


(EF) tara) - t 


((%+) + 4a: ) 一 (j— no m-—1,--,n-- 1), 


(1. 144) 
此 外 ,由 不 含 的 项 得 到 方程 
ed te) ae. (1. 145) 
开始 几 个 w (0 & j x n) DJ 
ao = a(t), 
a, = Fa (t) p! +a (t), 
a = a(t) (Eppa — pir) a OP Hal), 
RA (1.146) 


34 V ORA OAR, BY m = 0 时 ,由 前 面 对 AKNS 系统 讨论 的 结果 
可 知 ,所 有 这 些 a, 都 是 p 的 微分 多 项 式 ,方程 (1. 145) 式 成 为 


b x (E) een) =0, (1.147) 


这 称 为 广义 MKdV AR. BAS 1.2 所 引入 的 p 的 微分 多 项 式 a? RH, 
这 些 方 程 可 写成 为 
Pi 十 >a tM,-;[p] — 0, (1. 148) 


j= 
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其 中 


-— l((2is 0 - 2: 
Me] =—q((%2) +4etp) Q0 1, n, m. (1.149) 
特别 是 ,如 果 n 二 1, 并 取 ao = 一 4, a = 0, 则 (1.147) 式 化 为 通常 形式 下 
的 MKdV 方程 : 

b: + pzzz + 6p’ p, = 0. (1. 150) 


下 面 考虑 当 V 中 出 现 * Nie, Bl m > 0 的 情形 . 置 p =— 2/2, 
且 引 入 边界 条 件 :; 当 zx 一 一 2 时 ,一 kx 连同 它 的 各 阶 导 数 充分 快 地 趋 于 
O(k 是 某 一 整数 ). 
由 (1. 144) 式 的 第 一 式 得 
Wr uL = 0, (1.151) 


Uz 


把 anin Bu 的 函数 ,上 面 的 方程 化 为 


((Gntm, uu + Anim ) us) s = 0, (1. 152) 
为 使 此 式 对 一 般 的 函数 x(z) 成 立 ,我 们 选 
Qnim = a cos(u o B), (1. 153) 


其 中 a, 8B 是 常数 . 


现在 取 a... 的 一 个 特殊 值 im = Lcos u. BS ai, (G = 1, 2, °°, 


` Tas 
m—23)418 Eat; 一 a 4j, «/ p, Di] 8ntm 一 oo u, H 


a? =|" pg;idr +a; (n+2<jRnt+m). (1.154) 


式 中 aj- 是 qi- 在 z 一 一 ce 的 极限 值 . 引入 边界 条 件 Jim (gnm ): —0, i$ 
YER A CL. 144) 式 成 为 


nc ): + pay +| pe, dz) = | gdz. (1. 155) 


进一步 假设 
lim gj-1 0, (1. 156) 


r 


gu 
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ga A ox (as 十 | pe (td) dé 


= 4 | eag dé. (1. 157) 


这 是 一 个 Volterra 型 积分 方程 ,在 当 x 一 一 co 时 本 身 及 其 导数 充分 快 地 
趋 于 零 的 函数 类 中 存在 唯一 解 . 
现在 取 ay = 0, 并 将 (1.157) 式 的 解 记 为 


£a = Qg) = Q lgm) = = = aig (1. 158) 
微分 多 项 式 . 
WR n= 0, a = 0, 则 得 到 SG 梯队 
p? + i307 [sin u] = 0, (1.159) 


AH p, (2e t AYE PAK. 
一 般 地 ,可 得 到 复合 的 MKdV-SG 梯队 


六 二 Da (OM, D] + ie ()Q" [sinu] = 0 


J 了 一 0 


x (1.160) 

例 1.6 n=0,m=2,—R% —0,g =1, 这 时 ， gz = T sinu, 方程 
成 为 sine-Gordon 方程 

Ur. = sinu. (1. 161) 


例 1.7 n=1,m=2,a@ =—4, a —0, & —0, B — 1, 则 得 到 
文献 [57] 中 描述 的 1 m EM 


Uz re PL + Userr — Sin u = 0, (1.162) 
下 面 讨 论 Darboux Lax Xf (1.137) Ñ 4 à = Ad 时 的 解 
p ,容易 验证 ( “) 是 (1 137) 式 当 X =— A, 时 的 解 . 因而 取 
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"ORTE 
0 一 ho B a 


与 前 面 一 样 , 令 c = B/a, 


S= HAH = —^ d (1.163) 
1c 2g c? —1 


为 方便 计 , 记 tan D. =o, 则 


cos @ sin @ 
s-a[ | (1.164) 
sinf 一 cosbO 
并 且 由 6o, =— p(1 +) — 2i 14Ẹ 
0. =— 2p — 2),sin 8. (1.165) 
经 直接 验证 ， 
À p 
(AI — S)U(AI — S)!— S,(AI—S)) = | , | b 
式 中 
p = p+ 2sinf =— p— 0z, (1.166) 
或 等 价 地 ,在 适当 选取 积分 常数 时 ， 
u =— u + 28. (1.167) 


剩 下 要 证 明 的 是 ,Darboux BE AI — S 保持 MKdV-SG 的 约 化 不 变 , 这 包括 : 
(1) 变 换 后 的 A，B' ，C ' 仍 满足 4A( 一 人 ) =A a), B'C—-2a) = 一 CAA); 
(2) 系 数 a, CO REA. 

注意 到 VT(—A)-——V(i),ST—SAX(I-S)'üal—S)-—-2AxI—S 
= ( — ADI, 经 计算 得 V7( 一 人 ) =V (a), 这 就 证 明了 (1). 

(2) 的 证 明 如 下 :对 于 aj(j <n), 这 在 AKNS 系统 中 已 讨论 过 ,对 于 
a,(j 宇 n 十 1), 利用 无 穷 远 处 的 边界 条 件 即 得 所 需 的 结 末 . 

从 而 有 以 下 定理 : 


定理 1.9 BR u (l. 145) 式 的 解 ,A。 是 非 零 实 数 ， WE Lax 对 
(1. 137) XXE à = A 时 的 解 . 令 0= 2tan ! (p/a), 
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cos @ sin @ 
S = Ào | 


sinÜ —cos@ 


, (1.168) 


则 AI 一 S 是 (1.137) 式 的 一 个 Darboux 变换 , 它 将 (1. 145) 式 的 一 个 解 p 
变 为 同一 个 方程 的 解 p = p 十 2A,sin 9. 同时 ,在 适当 的 边界 条 件 下 ， 
u =—ut 20, iX B p —— u,/2, p — —u72. 

iE 1.15 对 于 sine-Gordon 方程 ,在 19 世纪 已 经 出 现 了 一 种 求解 的 
方法 , 称 为 Bicklund 变换 . 这 种 方法 把 从 一 个 已 知 解 求 出 新 解 的 方法 归 
结 于 求解 一 个 完全 可 积 的 微分 方程 组 (或 者 进一步 再 利用 可 换 性 定理 得 
出 新 解 的 显 式 表 达 式 , 即 利 用 非 线 性 迭 加 公式 ) ,而 Darboux 变换 恰好 能 
给 出 这 个 方程 组 的 显 式 解 . 在 第 4 章 中 将 讨论 这 个 问题 . 


1.4.3 NLS 梯 队 


NLS 梯 队 ( 非 线性 Schrödinger 梯队 ) 所 相应 的 Lax 对 为 


(1.169) 


EM 

ð, = Vo = $, 

C —A 

其 中 ,A, B, C É A 的 多 项 式 (%, p, A, B,C 均 可 取 复 值 ), 满 足 
A(-A)——AQ), B(—A) =- CQ) (1.170) 


(Bl V* (一 4) =— Va), x RAEN BIE). 这 也 是 AKNS 系统 的 
一 个 特殊 情形 ,我 们 要 作出 保持 上 述 约 化 的 Darboux 变换 . 


由 可 积 条 件 
Ur Vee ls V] — 0 


A, = pC c pB, 
B, = p, + 24B — 25A , (1. 171) 
C, —— p, — 24€ — 2 PA. 


也 可 利用 (1.48) 式 写 出 A, B, C 中 4 的 各 次 的 系数 ,它们 与 P, be, 
及 一 些 积分 常数 a;(t) 有 关 , 同 时 得 出 非 线 性 发 展 方程 


46 孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 


Di = On, 2 +2pa,. (1.172) 
Ke Bl, Mon = 2, a ——2i, a =a —0 时 ,得 到 非 线 性 Schrödinger 
方程 
ip: = b. +2| p ^p. (1. 173) 
非 线性 Schrödinger 梯队 的 Darboux 变换 的 构造 也 从 选择 A, HF 
ET sec. 169) RM A= ) 时 的 一 个 非 平凡 解 ,那么 (8) 是 
(1.169) X34 à —— A, 时 的 解 . 于 是 取 


Ao 0 a 一 有 
TEE 
0 = Ap a 


zs 1 Ao — Ao |o |’ (Ao 十 io) 8 
S = HAH”? = a » D ， 
人 
(1. 174) 
R o= B/o. 注意 到 det H0, 所 以 S 是 整体 可 定义 的 . 容易 验证 五 满足 
H'H -|al gl, (1. 175) 
从 而 S 满足 
SS =| Xo lies 
a (1. 176) 
S—S* = Ay Avs 
于 是 ,经 过 以 AI— S 为 Darboux BEN Darboux 变换 ,U 变 成 
U’ = (AI — SJU(AI 一 S)y!—S,(ül-—S)y! 
s 24 
—p 一 人 
式 中 
p = pd 28, app Athe (1.177) 


ppp © 

由 对 AKNS 系统 的 讨论 (定理 1.4) 可 知 , V = (AI — S)V(AI — S)! 一 
S (AI — S)" PHa BZAR, V (一 人 ) ——V'Q),3£R AL— SAHIR 
HE Schródinger 梯队 中 的 每 个 方程 到 自身 的 Darboux 变换 , 即 
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定理 1.10 设 p 是 (1.172) 式 的 解 ,X。 是 任 一 非 实数 的 复数 ， z 是 
Lax (1.169) 3X 4E A = A. 时 的 解 . 记 o = p/a, 


_ 1 Ao — ào |o |? (ào Hào) 6 
taka" (Ao + ào )o 一 Xo 十 A lo |? 


则 AI 一 S 是 (1.169) 式 的 一 个 Darboux 变换 , 它 将 (1. 172) 式 的 一 个 解 p 
变 为 (1.172) 式 的 男 一 个 解 


| (1. 178) 


2(Ao Hào) a 


i 1.179 
1 十 | cj ) 


p= pt 


$1.5 Darboux 变换 与 散射 、 反 散射 理论 


散射 与 反 散 射 理 论 是 孤立 子 理论 中 一 个 重要 部 分 , 它 将 一 个 可 积 非 
线性 偏 微分 方程 的 求解 转化 为 对 它 的 Lax 对 的 谱 及 特征 函数 性 质 的 摘 
Ej. 下 面 以 复 的 2 x 2 AKNS 系统 为 例 , 说 明 散 射 与 反 散 射 理论 的 主要 内 
容 , 并 讨论 具有 su(2) 约 化 时 散射 数据 在 Darboux 变换 下 的 变化 . 对 于 
KdV 方程 ,完全 可 以 按 同 样 的 方法 来 曾 明 , 那 时 散射 和 反 散 射 理论 更 简单 
一 些 ,是 以 二 阶 方程 (1.1) 的 特征 问题 为 基础 的 . 这 是 一 项 已 经 充分 发 展 的 
理论 ,这 里 只 能 叙述 这 个 理论 的 概要 ,其 证 明 请 参阅 有 关 著 作 [17, 971, 


1.5.1 2X2AKNS 系统 的 散射 理论 概要 


首先 叙述 2 X 2 复 AKNS 系统 的 散射 数据 的 定义 ,为 与 通常 的 散射 
理论 中 的 记号 一 致 , 我 们 记 和 4 = 一 it, 则 2X2AKNS 系统 (1. 43) 式 的 第 一 
个 方程 成 为 
一 让 p 
p, = | le. (1. 180) 


假设 p, q 及 其 关于 z 的 导数 在 无 穷 远 处 充分 快 地 趋 于 0. 记 C 为 复数 平 
面 ,R 为 实 轴 ,又 记 C+ 和 C- 为 C 的 上 半 平 面 和 下 半 平 面 , 即 CG — iz € € | 
In£7 0], C= iz€C| Ing« 0}. 
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性 质 1 (1.180) 式 的 满足 下 列 四 种 条 件 的 列 向 量 解 分 别 存在 且 唯 一 . 
(1) p(z, D = R(x, De", limR(z,¢)= He 
(Im £ > 0); 
(2) p(x, t) — R(x, De", lim R(x,  — B 
(Im £ < 0); (1.181) 
(3) n(x, £) = Lx, De", lim L(x,  — HE 
(Im £ > 0); 
(4) iz, p) = L(x, De "^, lim L(x, t) = ar 
(Im gx: 0), 


ME g, Alr, QU) XT CIE CU R(C_U R) 连续 ,在 C+(C- ) 解 析 . 这 
些 解 称 为 Jost 解 . 
LER, A p, 9 REETA, KEERA r, rn (OD, 


T4(£) , T (£) , 使 
d. = rec rdi j 
(1. 182) 
Jj. = Fadi 十 7 gi. 


利用 对 ¢ 5 qu, pe 与 $1 的 Wronski 行列 式 的 讨论 可 得 如 下 性 质 : 
性 质 2 对 KER, 有 
r.(£) = Ri(x, OL(zrx, £) — R(xr, O)Li(2, £), 


E " (1. 183) 
RO = Ra, H) L(a, 0) -R (z, 0LG, 0, 


HD 可 解析 延 拓 到 CU R; 7O 可 解析 延 拓 到 CUR XER, 
R: 是 向 量 R 的 两 个 分 量 , 即 R= (R, R)”. Li, Lj, Ri, Ra, Li, L 
的 意义 也 类 似 . 

性 质 1 中 给 出 的 四 个 解 当 z-~> 士 co 时 的 渐 近 性 质 如 下 . 

性 质 3 (1) 下 列 各 极限 关于 5 一致 成 立 ; 
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1 
lim R(z, C 一 El , De C. U R, 
e 0 
lim R(x, ¢) = B ECUR, 
0 
jim L(x, t) = N , EE CU R, 


lim L(x, C) = B ECUR. 


(2) 下 列 各 极限 当 & 取 在 任 一 紧 集 内 时 关于 & 一 致 成 立 : 


r-(t) 


lim R(z, = 
Jim R( ç) e 


|. tec. 


s 0 
lim R(x,t)— | | (6€ C 
we pr 
lim L( )= | 1 | EC 
ge T, C r(t) , C +» 
lim L(x,  — iu te c. 
(3) 下 列 各 极限 关于 5ER 一 致 成 立 : 
| r(t) 1| 
T. —2itx 
lim |R (x, 9-| ie | = CER 
SE F+() 
| m 
lim |L(z, £) — —0, teR 
Hm : | ro) i 
| > 7+(€) | 
lim |L(x, £) — NIE ER 
ai Qe : 
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(1. 184) 


(1. 185) 


(1. 186) 


50 孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 


如 果 将 (1. 180) 式 改写 成 


Lb = tò, (1.187) 


g= | | $- . 4 (1.188) 
0 一 1 dz q 0 
则 (1.180) 式 就 成 为 一 个 一 阶 线性 常 微分 算 子 的 谱 问 题 . 我 们 在 L^ (R) X 
L' (R) 中 讨论 它 的 谱 . 

E EC, r6) —0, 那么 由 (1.182) 式 ,yg 与 yi 线性 相关 ,因而 
r--looHj AA g +0. 同样 , 若 y€ C, 7 (6) 二 0, 则 y; 5 o, 线性 相 
关 , 因 而 z 一 士 c 时 , 峭 一 0. 由 于 一 (人 ),， PODIE C, C- 为 解析 ， 
所 以 它们 的 零点 是 离散 的 ,这 些 零点 称 为 离散 特征 值 , 记 其 集合 为 TIPc(2). 
当 EER 时 ,可 以 证 明 (1.187) 具 有 有 界 的 非 平 凡 解 . o(L) = RU IPo (2) 称 
HATAR, mC olL) 称 为 双 的 正则 集 . 有 下 列 性 质 成 立 : 

性 质 4 MWR CORA (6) 40, 74(6) 40, MIP L) EARR. 

以 下 总 假设 , 当 CERN, (6) 40, 4(0C) 40. 先 讨论 离散 特征 值 
AP: 

4 (€ IPo( 了) 时 ,y, 与 yu 线性 相关 , 设 


pr, £) ^ a(£)d(z, 0) (CEC. IPo(Z)), 


其 中 


(1.189) 
p(x, O =t) dla, © (t€ C. f) IPa(2)). 
j IPs(2) NCG = 10,0, Sal, 


IPC TEES se Ga 


分 别 是 C+ C- 中 的 离散 特征 值 , 又 假设 5 ，… ,$3 都 是 单 重 的 零点 . 相 
应 于 每 个 离散 特征 值 ,有 相应 的 常数 


=e) d r_(&) k=1. uae 
a pt pda (1. 190) 
C= a(t) (HRY ui, eid) 
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a d 
B,(y) -—i Ge, Bio) =i Ce, (1. 191) 
k=1 


它们 反映 出 离散 谱 点 的 分 布 和 一 定 的 性 质 . 
下 面 讨 论 连续 谱 5E R: 如 所 知 EE aR 4 BS Fourier 变换 为 


NES 
FG) = Fal eds (1, 192) 
它 可 以 延 拓 到 L^ (R) E 28 L (RA L (PHRA. 


性 质 5 


" 1 
1 care = HE L'R); LG, BE L'(R). (1.193) 


4 ic 
N(z, s) -去 |rc J= je 
V2r (1.194) 
N E E 
N(z, s) E Lee, ) alt ) (szmo0), 
则 
(EE: pes tio Ne, sleds, Vt€ CUR, 
~ 1 foo ~ 
Liz, ft) = Je N(x,s)e"ds, VEECUR, 
(1.195) 
上 述 积 分 绝对 收敛 ; 
(2) p(x) —— ZNi(x, 0), 
g(x) =— 2 N: (z, 0), (1.196) 
式 中 下 标 表示 分 量 . 
对 连续 谱 《引入 记号 
zi r4(£) T = TAL) 1.197 
b(£) r_(t)’ b(t) TO ( 。 ) 
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可 以 证 明 
b, b C L'(R) f) L'(R) NC R), (1. 198) 
从 而 可 定义 
B.) = Ef &peeat, 
(1. 199) 
As = 1 十 co 4 T 
Bly) = 去 | Beag 
上 面 讨论 中 得 出 的 
i£, C, (k = d), Ce; C,(k = $4 Nt sy d), 
b(¢), b(6)(¢ E R)I (1. 200) 


称 为 相应 于 (p, a) CAR ICA IW Up, q). 有 时 也 将 
(r- (E) E CUR), 74) E CU R)I (1. 201) 
称 为 散射 数据 ,因为 (1. 200) 式 中 的 数据 均 可 由 (1. 201) 式 中 的 数据 导出 . 
由 (1.191) 式 、(1.199) 式 可 定义 函数 B= B, 十 Bs, B = B, +B.. 
性 质 6 N,N 满足 线性 积分 方程 组 (Gelfand-Levitan-Marchenko 方 
HA) (s > 0) 


S 1 
N(zx,s)-- B(2x-F s) 四 
+| N(x, o) BGz-- sd o)ds — 0, 


(1. 202) 
N(z, s) + B(2x+s) H 


二 co 
+p N(x, o)B(2x + s--o)de = 0. 


in eu ER Ie, Co, Ca, Cr, bO, 6-(0)| ,通过 上 述 积分 方 


程 可 解 出 N,N, 从 而 (1. 196) 式 重新 给 出 (p, q). 
Kb, g) 求 出 散射 数据 的 过 程 称 为 散射 过 程 , 它 需 要 讨论 的 是 常 微 
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分 方程 组 的 谱 问 题 , 从 散射 数据 到 (p,q) 的 过 程 称 为 反 散 射 过 程 , 它 需 要 


解 一 个 线性 积分 方程 组 . 


再 叙述 散射 数据 的 演化 规律 . 因为 在 AKNS 系统 中 ,p, 9 是 (x,t) 的 
函数 ,所 以 必须 考虑 时 间 变 量 t. 下 面 考虑 散射 数据 是 如 何 随时 间 zt 而 变 


化 的 ,这 时 就 要 利用 完整 的 Lax 对 


| to 

q 1t 
bo 

o, = o 
C —A 


其 中 A, B,C 是 5 的 多 项 式 : 
A= dye (Cip, 
B= 2 


C= aig), 


并 设 
A = = iw(f,t). 
由 引 理 1.2 AU, B ae =C hetn = 0. 
性 质 7 如 果 (p, q) 满 足 可 积 条 件 给 出 的 方程 组 


p, = bn, + 2pan, 
» a uc agis 
那么 相应 的 散射 数据 的 演化 规律 是 : 
(0 CE Ce, 
T+C, t) = 71(0,0), CECUR, 


n. 0 = rif, Oexo(—2i| ol, ede), CER, 


7T (t, t) = T-(£, oexp(2i[ oct. r)dr), LER, 


(1. 203) 


(1. 204) 


(1. 205) 


(1. 206) 


(1. 207) 


54 孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 


C(t) = & (0), 
C.) TE GON, 


C, (t) = C, (0)exp(— 2i| oh, r)dr ) ; 
E 本 (1. 208) 
C,(t) = C, C exp(2i[ w(t, r)dr) ; 


b(£, t) = b(t, 0)exp (一 2i| act. r)dr), 


(t, t) = b(t, o)exp(2i] att, r)dr). 


(1. 207) 式 或 (1. 208) 式 都 显 式 地 描述 了 散射 数据 的 演化 规律 . 

用 反 散 射 方 法 求解 一 个 关于 (p,q) 的 非 线 性 发 展 方程 (1. 206) 式 的 
初 值 问 题 的 过 程 如 下 : 设 (p。,，go) 是 初 值 , 先 解 关于 (po。， ao) HY Lax 对 
(1. 203) 式 得 出 bo, qo 相应 的 散射 数据 ,然后 利用 演化 规则 (1. 208) 式 得 
BI (p(t), q(t)) 所 相应 的 散射 数据 ,最 后 解 积分 方程 组 (1. 202) 式 得 出 
(p(t), q(t)). 从 而 , 反 散 射 方 法 将 一 个 非 线 性 偏 微 分 方程 的 初 值 问题 的 
求解 转化 为 一 个 线性 积分 方程 的 求解 ,这 成 为 求解 Cauchy 问题 的 一 种 有 
效 的 方法 . 特别 是 , 当 b, = b, = OW, B, — B, = 0, (1.202) 式 是 带 退 化 
核 的 积分 方程 ,因而 可 以 用 代数 方法 求解 ,所 得 到 的 是 孤立 子 解 L17], 

注 1.16 WRAZ, q) 记 由 函数 (p(xz, t), q(x, t)) 所 决定 的 散 
射 数据 ,po(x), g(r) Æ t = 0 时 的 初始 条 件 , 则 用 反 散 射 方法 解 初 值 间 
题 的 图 解 如 下 : 


反 散 射 


t=t: (p,q) Elp, q) 
fa (1. 209) 
t=0: (Po, qo) Elpo, qo) 


对 线性 方程 ,如 果 把 图 中 的 “散射 " 改 为 “Fourier 变换 ”“ 反 散射 改 
为 “Fourier 道 变换 ”, 则 就 成 为 用 Fourier 方法 求解 初 值 问 题 的 图 解 了 . 所 
以 往往 把 散射 \ 反 散射 方法 看 成 非 线性 问题 中 的 Fourier 方法 . 
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1.5.2 带 su(2) 约 化 的 AKNS 系统 的 散射 数据 及 其 Darboux 
变换 


对 AKNS 系统 ,散射 数据 包括 和 ,Ci, 6, Cr, COO, OO}. 本 
小 节 中 所 称 的 带 su(2) 约 化 的 AKNS BR, BIB 4 CERN ,U, VE su 
(2), 即 g = 一 5, A —— A, C —— B. 这 时 ,对 EE R, Lax 对 为 


ð. = Cc ^ e 
=p- -16 
(1. 210) 
Us cul 
o, = = È. 
—B 一 人 
"d —b&D 
是 (1. 210 9f, | 一 一 是 它 的 解 ,于 是 q 
RR DE 是 (1. 210) SS AR D: ECHR, TEAL 
下 性 质 : 
性 质 8 对 于 Lax (1.210) 35,24 CERN Jost 解 之 间 有 如 下 的 关系 : 
R, == R; R: = R,, 
(1. 211) 
D L, L, =— 1, 
从 而 ,在 实 轴 上 ,有 
T(E) = r-(£, 天 (5) =—-74(0). (1. 212) 


于 是 ,对 特征 值 适 当 编号 后 ,有 


~ 


d=d, C=, Ci=—G, 6(¢) =—b(t) (EER). 
(1. 213) 


从 而 , 5c C+, Ci(k =1, 2, °°, d) KoE R) 就 可 以 代表 全 
部 散射 数据 . 

现在 考察 具有 su(2) 约 化 的 AKNS 系统 的 散射 数据 在 Darboux 变换 
下 的 变化 . 

从 前 面 关 于 NLS 梯队 的 讨论 可 知道 ,如 果 钙 是 在 (一 2， 十 co) 有 定 
义 的 ,那么 所 得 到 的 Darboux 阵 也 是 在 (一 co， 十 ce) 中 整体 定义 的 . 
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为 了 要 应 用 反 散 射 理论 ,我 们 要 求 如 及 其 导数 在 无 穷 远 充分 快 地 趋 
于 0. 
取 常 数 y 及 Lax 对 的 一 个 列 向 量 解 : 
Ri (& je Ree ula (£o Jeto? 
r\So) 7 iGo) = : ( o € C.), 
de (55) — udi CES) Ri (ty ere? — pL. (bh) em 6 
(1. 214) 


o 为 它 的 第 二 与 第 一 分 量 之 比 


Z R;(5)— L;(t)e?* 
~ R6) — pli lt em’ (1. 215) 


则 Darboux MEH 


二 人 
Log Lu RORIS CHE] au 
llel etita cu neus 
解 的 变换 为 
p pns bie (1.217) 


1-lel* 


Darboux 变换 后 散射 数据 的 变化 由 以 下 定理 给 出 !62] : 

定理 1.11 Ux po RJ CL 210) 式 的 散射 数据 为 一 (5 (CEC, UR), 
r+ (t) (EER) 和 a(&) (k — 1, =, d), 那么 经 Darboux 阵 (1.216) 式 的 
作用 后 (y 关 0, & € Cy), 相应 的 散射 数据 的 变换 如 下 : 

(1) WR b 不 是 离散 特征 值 ,经 Darboux 变换 后 , 原 有 的 特征 值 保 
持 不 变 , 且 增加 了 一 个 特征 值 £o ,而 且 


(y= tr) (CE C.U R), 


r+ () = r+(€) Ce € R), (1. 218) 
a(&)7—a(&) (kR=1, =, d), 
a’ (fo) = l/u, 


从 而 
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b(t) = E Sage) (EER), 


6 — bo 
EN imu 6c = 
C k=1,.……,d), 
ae ( ) 
Au 三 三 5 
WES CD 
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(1. 219) 


(2) 如 果 b 是 离散 特征 值 ， bo = 4 „Hyu 天 a(£), 则 经 Darboux 变 


换 后 消去 了 特征 值 bo, 


OE m Br (D (t€ CUR), 


r4) =) (CER), 
a(G)=alh) (R=1, =, d, bj), 


从 而 
b'(£) = *5—3*?b(r) (EER), 
: 4 一 go 5 5 


C, = Eur (k=1, =, d, kj). 
WRA (1) & € IPo( £) 
这 时 ,(1.215) 式 的 分 子 和 分 母 均 非 0, 且 由 性 质 3, 有 


lim e = oo, lim o = 0, 


XI——o0 工 一 十 co 


所 以 7 
oe —it+ifZ 0 
—itl —S) = . 
lim ( IE ) | 0 Mm 
—it-- it 0 
im (—igl — S) = l 
„lim ( 1 ) i | .0 mm 


经 Darboux 变换 后 ,Jost 解 为 


/ M 1 Em 
g(x, t, t) 一 了 Tir ig] S), (x, L, t), 
/ T 1 Te 
dix, L, ç) cw. Se ig] Sela, L, ar 


(1. 220) 


(1. 221) 


(1. 222) 


(1. 223) 
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所 以 | 
R' = re 58 (1. 224) 
当 5EC+ 时 ， 
| j AT 
0 1 
从 而 
r(g) = E er (pu (1. 225) 
这 时 , r (0 比 c CO RET — ER. ESL BI & 是 一 个 新 的 特征 值 . 而 当 
CERF, 
= =e l Bo ) 
0 1 
Br) m nO, 从 而 
2 (5) = PA. (1. 226) 
如 果 & 是 r+- (OWS A, WAC. 223) 式 得 w (G) = a(&), 故 
C, =a (s (bs) = Boba, (1. 227) 


LE € = 时 , | E " 
y 1 e zv 
g(x, t, e= num 1 lec. L, t), 


1 lol’ 一 7 
MEF t, 60) = 1 十 | c |? d |2 = 1 dix, t, by) ， 
/ _ eLiexp(ifox) — L;exp(ifox) _ 1 
a (5) = cR,exp(— if; x) — R,exp(— if) x) u’ aan) 
a (fo) dq. bo bo (1. 229) 


dt ur-(OGÓ)» 
(2) Go Ls E c IPo(£), uc at), 
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这 时 
R) LE) 
Ri(£) Li(£)' 
所 以 
limo = 0, lim o = co, 


—ipki 0 
Hm e eme | p i —it-i£ | 
lim (— itl — S) = ta t 
yore sees 10> 


经 Darboux 变换 后 , Jost 解 为 


/ E 1 d x 
d.r,t,t)-— i Fic itl — S)y,(x, t, £), 
/ - 1 mc 
dix, t, t) 一 erie,‘ ig] S)y(z, t, p 
从 而 当 t€ C.H, 
t—£ 
gage : CE) 
0 1 
TH COR 时 ， f 
一 bo 0 ( 
/ RR 7 一 t) 
[E e 
0 
所 以 
rL pie) Sere uo CUR 
(£) rt, (0 (5E CUR)， 
r()-rn(0) (ER), 
而 


yg (p = $= Say, 
] 5 一 5 : 


Hi (1. 232) 式 知道 ,Darboux 变换 消去 了 特征 值 & (= t). 
U g= glk Aj) ET, gp 二 a(&) dr, W 
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(1. 230) 


(1. 231) 


(1. 232) 


(1. 233) 
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«Q0 = ali), Ch = qo Ge = B= Be, 


这 样 ,我 们 就 给 出 了 su(2) 约 化 情形 时 在 Darboux 变换 下 所 有 散射 
数据 的 变化 公式 . 从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,一 次 Darboux 变换 会 增加 或 减 
少 孤立 子 数 , 但 它 不 会 影响 连续 谱 . 鉴于 Darboux 变换 有 标准 的 代数 算 
法 ,利用 Darboux 变换 可 将 一 般 的 反 散 射 问题 的 求解 转化 为 不 含 离散 特 
征 值 的 反 散 射 间 题 的 求解 . 

注 1.17 对 于 KdV 方程 ,由 于 Lax 对 (1. 203) 式 中 的 g = 1 (或 一 1)， 
它 在 无 穷 远 处 不 趋向 于 零 ,因而 上 面 的 结论 不 能 直接 应 用 . 但 是 ,KdV 方 
程 的 反 散射 理论 实际 上 比 AKNS 系统 要 简单 些 [17] ,所 以 对 KdV 方程 的 
成 立 与 定理 1. 11 类 似 的 结果 ,在 这 里 不 再 叙述 [23]. 
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本 章 讨论 1+ 2 维 可 积 系统 的 Darboux 变换 . 我 们 从 最 简单 的 KP 77 
程 开始 ,进而 讨论 1 十 2 维 AKNS 系统 及 更 一 般 系 统 的 Darboux 变换 . 与 
1+1 维 的 Darboux 阵 不 同 的 是 ,这 里 的 Darboux 变 换 是 由 微分 算 子 ( 称 为 
Darboux 算 子 ) 给 出 的 . 与 上 一 章 一 样 ,本 章 构 作 Darboux 算 子 的 方法 对 
于 所 讨论 系统 中 的 大 量 方程 有 普 适 性 . 作为 典型 的 例子 ,我们 讨论 具有 化 
约 的 系统 一 一 DS 工 方程 .此 外 ,本 章 还 介绍 由 Matveev 等 人 引入 的 积分 
算 子 形式 的 Darboux 变换 一 一 二 元 Darboux 变换 ,结合 Darboux 变换 与 
二 元 Darboux 变换 方法 可 以 得 到 DS 工 方程 的 显 式 解 . 


$2.1 KP 方程 及 其 Darboux 变 


1 十 2 维 可 积 系统 是 指 具 有 变量 (zx, y, ORRA, ZE r, yH 
空间 变量 ,* 指 时 间 变 量 . 1 十 2 维 可 积 非 线 性 偏 微分 方程 的 一 个 典型 例子 
为 Kadomtsev-Petviashvili 方程 (简称 KP 方程 ) 


Uu = (us. + uu): T 3a! uy, , (2. 1) 


其 中 a = 士 1 或 士 i, a = 士 1 时 (2.1) 式 称 为 KPI 方程 , a == 土 1 时 (2.1) 式 
称 为 KP 方程. KP 方程 是 KdV 方程 的 自然 的 推广 , 它 反映 了 二 维 水 该 
的 运动 ,最 早 是 由 Kadomtsev 和 Petviashvilil 59) 提出 的 . (2. 1) 式 的 另 
一 形式 是 
Uns = Ung + 6,02, + 3a! v, (2. 2) 
(v 是 满足 vs = uBJ—" IIO. KP 方程 具有 一 个 Lax 对 


$,— a ¢. ta u$, 
| (2. 3) 
$, = Abar + 6u$, + 3(av, + u, )¢, 
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即 (2. 1) 式 是 超 定 线性 方程 组 (2. 3) 式 的 可 积 条 件 . 这 就 是 说 , 先 将 
(2.3) 式 的 第 一 式 关 于 上 微分 ,把 用 第 二 式 代 入 ,得 出 加 的 一 个 表达 
式 ; 然 后 将 (2. 3) 式 的 第 二 式 关 于 y 微分 ,把 h, 用 第 一 式 代 入 ,得 出 加 的 
一 个 表达 式 ; 再 令 4, = py, E $ z 0 的 情况 下 就 得 出 (2.1) 式 . 这 种 运算 
较 见 长 ,但 很 直接 ,请 读者 目 己 检验 ， 

KP 方程 的 Darboux 变换 与 KdV 方程 的 Darboux 变换 非常 相似 ,可 
具体 构造 如 下 : 取 h 为 Lax 对 (2.3) 式 的 一 个 解 ,而 对 (2.3) 式 的 任 一 解 
$, EX 

$ = $, — (h,/h)$, (2.4) 
则 利用 $, 满足 Lax 对 (2. 3) 式 这 一 事实 ,可 验证 光 是 方程 组 


和 = a Ba Hau, 
| (2.5) 
Bi = Maes + 6v B, + (av^, + uf 


的 解 ,其 中 
u — u-F2(h,/h),, v =vut2h,/h. (2.6) 


(2.5) 式 与 (2. 3) 式 相 比较 , 仅 是 (x， HART Qu, 4) ,因此 (2. 6) 式 
给 出 了 KP 方程 的 新 的 解 vl. | 

与 1 十 1 维 情形 相似 ,如 果 初 始 解 x 比较 简单 ,可 以 显 式 地 解 出 Lax 
对 (2. 3) 式 而 得 到 ,从 而 由 (2. OREA KP 方程 的 较 复杂 的 解 . 特别 是 ， 
u = 0 是 KP 方程 的 平凡 解 ， 如果 取 v = 0, 则 (2. 3) 式 成 为 


= apn, 
(2.7) 
$, = 4$.., 


所 以 ,对 (2.7) 式 的 任 一 解 h,w = 2(h,/h); 给 出 了 KP 方程 的 一 个 解 . 当 
然 , 为 了 得 到 对 所 有 的 x,，y, t 都 有 意义 的 解 ， 必 须要 求 h 关 0. 
例 2.1 对 a= 二 1 ,可 取 


h = gom nt 十 1 ; (2. 8) 
其 中 A 为 实 常数 , 则 可 得 到 KPI 方程 的 解 


2 
u = 7 sech’ (#0 EE : (2.9) 


例 2.2 对 ua 一 一 1 , 令 
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h = eet yt HE gH yx (2. 10) 
其 中 4 = a 十 bi 为 复 常 数 , 则 可 得 到 KP [方程 的 解 
u' = 2a! sech?’ (ax — 2aby + 4(a? — 3ab’)t). (2. 11) 


这 两 个 解 都 具有 平面 行 波形 式 , 即 具有 w = f(ttartay) 的 形 
A. 沿 着 平面 上 十 az 十 azy = const, w 的 数值 不 变 . 对 确定 的 t, WA 
(xz, y) 平 面 上 的 某 些 直 线 (在 KP T HE A arti’ y =const; 在 KP INA 
ax —2aby = const) 为 非 零 常数 ,而 沿 着 其 他 直线 均 指数 式 地 趋向 于 零 ， 
因而 ww 不 接近 于 0 的 点 构成 了 无 限 长 的 带 状 区 域 (1 十 1 维 孤 立 子 解 不 出 
现 这 种 情况 ). 这 种 解 往往 称 为 “ 线 状 孤立 子 解 ”. 

上 面谈 到 的 是 单个 Darboux 变换 (zw $) (wv, 9). 如 果 已 知 KP 方 
程 的 解 u, 并 已 解 出 了 所 相应 的 Lax 对 而 得 到 一 族 解 $, 则 取 为 特殊 
的 解 $( 与 前 面 所 讨论 的 1 十 1 维 情形 不 同 的 是 ,这 里 不 再 存在 谱 参 数 , 故 
任 取 一 个 及 即 可 ), w = u+ 2(ln h), 就 是 KP Z; 289fg, BY = 9, — 
(h,/h)$ 是 w 所 相应 的 Lax 对 的 解 . 再 取 特 殊 的 光 作 为 六 , 则 可 得 到 KP 
Fi flt) MB u =u +2(Inh’). 以 及 w 所 相应 的 Lax 对 的 解 允 = 2 
— (h/h )9'. 在 这 过 程 中 ,不 需要 再 解 微分 方程 , 且 可 依次 类 推 得 到 KP 
方程 的 一 系列 解 . 

这 个 求解 过 程 ( 除 了 第 一 步 之 外 ) 用 代数 运算 和 求 导数 这 两 种 算法 可 
以 实现 ,因而 可 用 符号 运算 来 实现 . 但 只 有 在 各 次 选 h, h, NAHE 
零点 ,才能 得 出 无 奇 性 的 整体 解 , 即 对 所 有 t, x,y 都 有 意义 的 解 . 和 以 前 
一 样 ,可 把 逐次 求解 的 过 程 表示 为 


(u, $) — (u, $) 一 一 一 (u^, $)— iow 


如 果 将 (2. 3) 式 中 第 二 式 的 右 端 关 于 z 的 3 阶 微分 算 子 换 成 一 个 天 
Tox MERE UST Rs KP 梯队 
Y 一 ao 8 Haub, 


(2.12) 
$ = D, onh (3 = 9/3z). 


作 (2. 12) 式 的 可 积 条 件 , 令 #$ 及 其 关于 x 的 各 阶 导数 的 系数 为 0, 可 以 得 
到 关于 u Riv, 的 偏 微 分 方程 组 : 
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jah 


2U, +1, z — QU,,y — Uy, ox 十 SV Cre, tn , (2. 13) 
k=0 
n—1 

U: = aq UL y — Un, sec > unau., (2.14) 
k=0 


在 (2. 13) 式 中 解 Uixi 需要 作 逐 次 积分 . 5 KdV 梯队 等 1+1 维系 统 
不 同 的 是 ,这 里 v 不 能 表示 成 v 的 微分 多 项 式 , 故 如 果 将 (2.13) 式 与 
(2. 14) XH (u, m ，…，w) 作 为 未 知 函 数 ,就 可 得 到 一 个 “广义 KP 方 
FA”. 对 于 这 个 方程 组 ,前 面 讨 论 的 Darboux 3E $8 (2. 4) X. (2. 6) 式 
都 是 有 效 的 . 在 一 些 具 体 问 题 中 ,(vw,…, w, 4) 之 间 会 有 一 定 的 关系 ， 
称 为 约 化 . 这 时 就 需要 具体 选择 h, 使 得 v,，…， wv, 4 之 间 的 关系 在 
Darboux 变换 后 仍然 成 立 . 这 往往 是 一 个 困难 的 问题 ,现在 还 缺乏 一 般 
性 的 方法 ,只 能 对 若干 个 别 情形 作出 特殊 的 \. 带 有 一 定 技巧 性 的 处 理 . 


$2.2 1+2 4 AKNS 系统 与 DS 方程 


1 十 2 维 AKNS 系统 具有 如 下 的 形式 : 


p, = Jð, + Pò, 
: (2.15) 
d, = 53V, PÈ, 
j=0 


式 中 是 N XNN 常 值 对 角 阵 , 它 的 对 角 元 互 不 相等 ,P(xz, y, OR NXN 
和 矩阵 , 且 对 角 元 全 为 0, V, (x, y, tt) 也 是 N x N EE, 9 = 372x, HRE 
o IER. 

由 (2. 15) 式 的 可 积 条 件 可 以 得 出 


J 一 1 
(J, V. ] =v", —]v*. —[P, Vid + SVP), 
k=0 
(2. 16) 


J 一 1 
Vis — pyse = [p, Ver]a 一 2 Crh Vig Py, (QI) 


7 一 1 
preV IV P Vl SAV Pm: (2:18) 
k=0 
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A EPR diag 和 off 分 别 表 示 一 个 矩阵 的 对 角 和 非 对 角 部 分 . 

与 1 十 1 维 情形 不 同 的 是 ,这 里 的 V, 通常 不 是 P 的 微分 多 项 式 . 可 以 
将 (2.17) 式 (2. 18) 式 看 作 关 于 P, VG —0, 1，…, n) 的 偏 微分 方程 
组 (其 中 V”(j 二 1,…, n) 由 (2.16) 式 所 决定 ),(2.15) 式 是 这 个 方程 组 
的 Lax 对 . 

1 十 2 维 AKNS 系统 所 给 出 的 一 个 典型 的 方程 是 Davey-Stewartson 
方程 (简称 DS 方程 ) , 它 是 非 线性 Schrödinger 方程 在 1 十 2 维 的 自然 推 
广 , 导 出 如 下 : 

在 (2,15) 式 中 , 取 N 52, n— 2, 


(2.19) 
ye quy 
a a 
V, -if w pud 
a |—eu,-d-eu,/a wz 


AP u, w, w: PERERA we u BUE IUe. 这 时 (2. 15) 式 成 为 


1 0 0 u 
o, =a r o, 
0 一 1 —eu 0 
1 0 : 0 u 
LE i. 42 ð. (2.20) 
0 —1 a@\|—eu 0 
i w, Uz +u,/a 
十 一 中 ， 
a [—&eu,-Feu,/a wW? 
(2.17) 式 、(2. 18) 式 给 出 方程 组 
lu, —— ua €" D uus — w), 
a a 
wi, y, = awi, s — e(l ul). CL ul)’),, (2. 21) 


Wz, y l aU», = e(| u b d u mis 
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H w: ~ w = a’ (w: — w). Aid 
v =—e | u |? o n — o), (2. 22) 


则 方程 组 (2. 21) 式 成 为 


i ~~ Ux xus = | u es 
i E g (2. 23) 
Vyy 0° Us, — 2a’ e( | u |) = 0. 

(2. 23) 式 中 v 是 复 的 未 知 函 数 ,z SCAR. He =1,a=+1, W 
(2. 23) 式 称 为 DS 工 方程 ; 苦 s= 1, a= +i, 则 (2. 23) 式 称 为 DSI 方 程 . 
它们 分 别 描述 有 限 深 度 的 水 中 长 波 和 短波 的 运动 [151. 


$2.3 Darboux 变 


2.3.1 一 般 的 Lax 对 


与 KP 方程 类 似 ,我 们 也 希望 作出 DS 方程 或 较 一 般 的 AKNS 系统 
的 Darboux 变换 , 事实 上 ,这 可 先行 讨论 如 下 更 一 般 的 无 约 化 Lax 对 的 
Darboux 变换 ,然后 再 讨论 相应 的 约 化 问题 . 

考虑 如 下 的 Lax 对 


p, T U(x, Y, t, d)@, 
| (2.24) 
®, = V(x, y, t, 9)O, 
其 中 
UG, y, t, 9) = > Usi, y, t), 
a (2.25) 


Viz, y, t, 9) = 20V es; y, t)? 
J 一 0 


是 关于 xz 的 微分 算 子 ,其 系数 U; 5 V; 取 值 于 NN X NEE. FS 
起 见 , 常 记 U(z, Y, t, 9) = U(2), MD, ys L, 9) = V(2). 
我 们 称 (2. 24) 式 为 可 积 的 ,如 果 
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U,(2) -V,(2) + [U(2), V(3)]=0 (2. 26) 


成 立 . 这 是 关于 U,V 中 3 的 各 次 系数 的 偏 微分 方程 组 , 它 是 由 对 (2. 24) 
式 的 第 一 式 关 于 上 求 导 ,第 二 式 关 于 工 求 导 , 再 令 其 相等 而 得 到 的 . 这 是 
1 十 1 维 零 曲 率 方 程 (1.58) 式 的 推广 . 

注 2.1 偏 微分 方程 组 解 的 存在 性 和 唯一 性 是 一 个 非常 复杂 的 问 
lL, Wt = to, y= yo, P(t, xz, Yo) = D (1) 为 初 值 ,(2.24) 式 的 第 一 方 
程 组 的 局 部 解 (在 t= to, y= yo, £= zo 的 一 个 邻 域 中 的 解 ) 也 未 必 能 够 
存在 ,但 是 ,如 果 (2. 24) 式 中 的 每 个 方程 的 初 值 问题 都 是 局 部 唯一 可 解 
的 , 且 分 别 关 于 参数 y, t 有 足够 的 可 微 性 ,又 U(9), V(9) 满 足 (2. 26) 
式 , 则 方程 组 (2. 24) 式 的 初 值 问 题 就 局 部 可 解 . 事实 上 ,对 于 给 定 的 初 值 
(xo, yo, to，o(X)), 先 在 t= 二 to 时 解 (2.24) 式 的 第 一 式 得 到 dh (x, y), 
使 之 满足 初 值 i (xz, yo) = ds (x); 然后 以 di (zx, y) 作 为 初 值 ,在 固定 y 
时 解 (2. 24) 式 的 第 二 式 ,得 到 (x, y, 1), 使 之 满足 D(x, y, to) = 
P(x, y). 利用 (2. 26) 式 及 (2. 24) 式 的 第 二 式 , 得 


(6, —U(2)0), = V(2)(6, —U(2)9), 


由 上 一 加 时 的 初 值 及 上 述 方程 解 的 唯一 性 可 知道 , D, = U(2)0 在 
(zo, yo, to) BET TS px vr. 

无 论 初 值 问 题解 的 唯一 可 解 性 是 否 成 立 , 我 们 总 是 称 (2. 26) OS 
(2. 24) 式 的 可 积 条 件 , 它 是 U(a) 和 V(a) 的 系数 的 一 个 非 线 性 偏 微分 方 
程 组 ,而 (2. 24) 式 称 为 这 个 方程 组 的 Lax X. 
2.3.2 一 阶 Darboux 变换 

与 1 十 1 维 类 似 , 对 非 线 性 偏 微分 方程 (2. 26) 式 及 其 Lax 对 
(2. 24) 式 ,可 以 定义 其 Darboux 算 子 . 

定义 2.1 关于 z 的 微分 算 子 D(z，>y， t, 9) 称 为 Darboux 算 子 ,如 
果 存 在 关于 x 的 微分 算 子 U (2), V (3) ,使 得 方程 (2. 24) 式 通过 变换 
$' —D(2)0 KA 


$, —U'(3)9', 
| (2.27) 


P, = V'(3)9*. 
由 D(3) 导 出 的 变换 (6, U), V(23)) — (à, U'(2), V'(2)) 称 为 Dar- 
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boux = #. 
将 8B = DG 代入 (2.27) 式 ,可 得 
D,(a) = U'(2)D(2) — D(a)U(a), 


| (2. 28) 
D,(3) = V'(2)D(2) — D(2)V(8), 


^ U,(3) —V^(2) + [U’(a), V'(2)] = 0. (2. 29) 
(2.28) 式 也 是 D(9) 成 为 Darboux 算 子 的 充 要 条 件 . 于 是 ,如 果 (U(9)， 
V(9)) 是 (2.26) 式 的 解 , 则 (U (3),，V (2)) tb Æ (2. 26) 式 的 解 , 即 上 述 
Darboux 变换 给 出 了 (2. 26) 式 的 一 个 新 解 ,但 主要 的 问题 是 如 何 作 出 
(2. 28) 式 的 解 D. 

从 现在 开始 ,讨论 最 基本 的 一 阶 Darboux 算 子 , 即 形 如 D(z, y, t, 9) 
二 à— S(x, y, t) 的 Darboux 算 子 ,以 后 再 讨论 高 阶 Darboux ATF. 

下 面 先 讨论 一 阶 Darboux 算 子 3 一 S S 满足 的 方程 ,进而 讨论 S 
的 一 般 构 造 . 

对 一 个 已 给 矩阵 M(z) ,定义 M? = I, 进而 逐次 定义 

Met) = M? 十 MO M, (2. 30) 


则 对 方程 6. = MO MERE o, H 26 = M” ð. 
又 对 微分 算 子 


k k 
U(a) = XU, V) = DV 
J=0 7 一 0 


和 NN X N 矩阵 S ,我 们 定义 
U(S) = U8”, V(S) = JV, S9. (2. 31) 


对 于 满足 D. = SG Ep, AUO) —U(S)osI V(2)6 —V(S)O 
成 立 . 这 里 提醒 一 下 ,U(S), V(S) 并 不 是 将 U(9), V(3) 中 的 9 用 S 替换 
而 成 ,而 是 将 2 用 SO 替换 而 成 . 

定理 2.1 3 一 S$ 是 (2.24) 式 的 Darboux 算 子 的 充 要 条 件 是 :S 满足 

S,+[S, U(S)] = (U(S))., 


(2. 32) 
S, E [S, V(S)] = (V(S)).. 
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WEAR ” 先 假 设 3 一 S 是 (2. 24) 式 的 Darboux 算 子 ,(2. 28) 式 的 第 一 

式 即 为 
S,—(9—S)U(9)+U’(3)(3— S) = 0, (2. 33) 
RW, = SV HERR VON y, t 作为 参数 ), 则 有 
ST = (3 — S)JU(S)v = (U(S)),v —[S, U(S)]v, 

由 此 即 得 (2. 32) 式 的 第 一 式 , 第 二 式 可 同样 证 明 . 于 是 (2. 32) 式 的 必要 性 
得 到 证 明 . 

充分 性 的 证 明 如 下 : 设 S 是 (2. 32) 式 的 解 ,定义 


WD U (2. 34) 
7 一 0 
HU! 由 
U, = U, , 
(2.35) 
U^, = U;n +U, , — SU, + > CR Ua *S 
k=0 
逐次 定义 , 则 


S, — (3 — S)U (3) +U’ (a)(3 一 S) 
不 含 关于 z 的 微分 3 的 各 次 项 ,也 就 是 说 , 它 是 zx，y, CNS. 男 
—J518,H(2.32) REM H P = SV BJ Ag wv A 
(S, —(3— S)U(3) -U'(3)(3—S))w = 0 
成 立 . 所 以 ,作为 一 个 矩阵 ， 
S, — (93—S)U(3)+U’(3)(3— S) = 0. (2. 36) 
这 就 是 说 , 3 一 S 满足 (2. 28) 式 的 第 一 式 ,(2. 28) 式 的 第 二 式 也 可 同样 证 
HH. 因此 3 一 S$S 是 (2.24) 式 的 Darboux A F. WE. E 
Æ 2,21861, [88] 3 一 S 是 (2. 24) 式 的 Darboux 算 子 的 充 要 条 件 
是 存在 (2. 24) 式 的 NXN 非 退化 矩阵 解 互 ,使 S = H.H . 
证 明 ”为 证 明 充 分 性 ,只 需 验证 这 里 给 出 的 S 满足 (2. 32) 式 .利用 
(2. 24) 式 ,得 
S, = H,H^ — SH,H™ 
= (U(S)H),H™ — SU(S) 


= [U(S), S] c (U(S))., 
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此 即 (2. 32) 式 的 第 一 式 , 它 的 第 二 式 同样 可 证 明 . 
为 证 明 必 要 性 ,假设 S 满足 (2. 32) 式 ,再 看 方程 组 


H, = SH, 
H, = U(2)H, 
H, — V(3)H, 
ERA. 显然 ,(2. 37) 式 等 价 于 
H, = SH, 
H, = U(S)H, 
H, = V(S)H, 


于 是 ,只 需 验 证 (2. 38) 式 的 可 积 条 件 . 
Hw, = SY 的 基本 解 秋 ,由 (2. 33) 式 ， 


(v, —U(3)v), = (Sv), —3U(3)w = S(v, —U(3)v), 


于 是 有 
(V,(a) - V(2U (2) 
= (V(2)9), - V(2) (v, -U O) Y) 
= (V(S)¥), — V(S) (Y, —U(S) v) 
= V(S),w -V(S)U(S) v. 
类 似 地 ， 


(U,(2) -U(3)V(2)) Y = U(S),v -U(S)V(S)v. 
因为 det v Æ 0, 可 积 条 件 (2. 26) X28 
U(S), - V(S), +[U(S),V(S)] — 0, 


所 以 在 (2. 38) 式 的 可 积 条 件 中 OH, = Hy 成立， 


(2. 37) 


(2. 38) 


(2. 39) 


定理 2.1 则 给 出 另外 两 个 可 积 条 件 Hy = Hy WH. = He. 于 是 
知道 (2. 38) 式 是 可 积 的 ,对 于 (4, 2, y) = (to, Zo, yo) 时 的 初始 条 件 H 
= Hy, (2.38) SUE TERRE H, Hy PBE, WEDE, to, yo) 的 一 个 
邻 域 中 互 非 退化 , 即 (2. 38) 式 存在 非 退化 矩阵 解 H. 这 时 , S= H.H”. 


ur. E 
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此 定理 说 明了 在 无 约 化 情形 ,任何 一 个 形 如 3 一 S 的 Darboux 算 子 
均 可 通过 Lax 对 的 解 直 接 显 式 作出 .在 Lax 对 有 非 退 化 的 N X N 矩阵 解 
时 ,Darboux 变换 就 能 存在 ,在 Darboux 变换 下 ,(2. 35) RBI AU, 的 表示 
式 , 而 V; 的 表示 式 也 类 似 . 

对 AKNS 系统 (2.15) 式 ,经 Darboux 算 子 9 一 S 作用 后 ,应 有 

(a—S)(Ja+P)—S, = (Ja+P’)(a—S), 
上 式 中 两 端 9? 的 系数 相等 ,而 9 的 系数 则 给 出 新 解 
P = P+[J, S]. (2. 40) 
这 样 ,就 构 作 出 Darboux 变换 
(U,V, 8)— (U', V', 9^), 


并 可 继续 进行 得 到 解 的 无 限 序列 ,每 一 步 的 算法 都 由 同一 的 代数 运算 和 
微分 运算 完成 . | 
对 具体 问题 ,U,V 的 各 个 元 素 之 间 往 往 有 一 定 的 约束 关系 ,这 时 ,上 
述 定 理 中 的 五 也 需 满足 一 定 的 条 件 EU, V'il ig 5 U, V 所 满足 的 相 
同 的 约束 关系 ， 以 得 到 非 线性 方程 到 自身 的 解 的 变换 . 
注 2.2 对 KP 方程 ,这 里 构造 Darboux 变换 的 方法 与 32.1 给 出 
的 完全 相同 . 但 对 DS 方程 ,由 于 要 考虑 矩阵 PP 的 各 元 素 之 间 的 约束 
X , 故 构造 Darboux 变换 的 问题 比较 复杂 . WEN We BB § 2.4 
中 进行 . 
与 前 面 类 似 , 也 可 将 多 个 一 阶 Darboux 变换 复合 成 为 高 阶 Darboux 
变换 . 
2.3.3 高 阶 Darboux 变换 与 可 换 性 定理 
本 节 中 讨论 一 个 高 阶 Darboux 变换 , 即 一 个 形 如 
D(3) = NU du Dos (2. 41) 
的 微分 算 子 ,使 得 
D,(3) —U'(3)D(3) — D(3)U(2), 


(2. 42) 
D.(2) = V'(2)D(3) — D(3)V (3) 
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IL KH Ua), V (3) 是 关于 x 的 微分 算 子 . 


为 简便 起 见 FELL Rak 2 阶 的 Darboux Bf. fer > 2 的 情形 ， 
样 可 以 显 式 地 写 出 相应 的 > 阶 Darboux 算 子 ,方法 是 完全 一 样 的 ,只 是 


ACR RENE: 


Ww 可 


定理 2.3 给 定 两 个 满足 (2. 24) 式 的 N X N JEBE H 和 


H: WF ADRS 


Hi H, 
bs 2 
如 果 det F 40, 则 
(1) 存在 唯一 的 2 阶 微分 算 子 
D(Hi, H;, 3) == 3 + D3 + Ds, 
满足 
D(H., H;,3)H; =0 (i= 1, 2). 
并 且 它 是 一 个 Darboux AT. 
(2) 可 换 性 定理 
D(Hi, H;,9) = D(H,, Hi,9) 
(3) 有 分 解 


D(Hi;, H;, 3) zx D(D(Hi;, 3)H,, 3)D(H;, 3). 


证 明 ”由 于 det F 40, XT Di, D; 的 线性 代数 方程 组 
NA +D,H, =— 2# H., 


D19H, + D, H, SS 2H, 


(2.43) 


(2.44) 


(2. 45) 


(2. 46) 


(2.47) 


存在 唯一 解 ,由 此 即 可 唯一 决定 D(9), 它 满足 (2. 44) X. 由 于 (2. 47) SX 


于 Hi, Hi 是 对 称 的 ,(2) 目 然 成 立 . 
根据 D(D(Hi, 9)H;, 9) 5 DUM, 9) 的 定义 ,有 


D(D(H;, 39)H;, 3)D(Hi;, 3)H; = 0, 


D(D(Hi, 29)H;, 3)D(H;, 9)H; 一 0， 


(2.48) 


所 以 (3) 成 立 . 由 于 (3),D(Hi, Ho, 3) 是 两 个 Darboux 算 子 的 复合 ,因而 
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也 是 Darboux 算 子 . 定理 证 毕 . BN 
与 (1.95) 式 类 似 ,这 里 的 可 换 性 定理 也 可 以 用 下 图 表示 : 


(U, V, à) E (UO , V9, 6) 
H; H, 
(1, 2) (1, 2) (1, 2) 
H (U , V , à ) 


| 
(UB) VD pD) 


(2.49) 


例 2.3 对 KP 方程 ,可 以 得 出 经 过 高 阶 Darboux 变换 后 x 的 变换 的 
显 式 表 示 式 . 这 时 , N — 1. id H; = h. 设 Darboux 算 子 为 


j=0 


(UP , yo ] QOO) 


由 定理 2.3 的 (1), 有 


X, D, ,0h; =— 3'h;, 
j=0 


即 
(D,, =, Dj)F, =— (8ü'h, +, 9"h,). 
解 此 线性 代数 方程 组 得 
h, dh, «+ ah, ah, 
D, =— det 
h, dh, «+ ah, ah, 


h, 9h, ERN a” *h, 9g"! hi pa 
X | det 
h, dh, - Ih, arth, 
= — (IndetF,),. 


所 以 对 KP 方 程 , 解 的 变换 为 


74 孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 


u 一 4 一 2D .一 十 2(ln det F,)... (2. 50) 


由 此 可 得 到 很 多 具体 解 [63， 671, 


82.4 DS 方程 的 Darboux 变换 与 二 元 Darboux 变 


2.4.1 DSI 方程 的 Darboux 变换 ;85] 


E $2.2 中 我 们 已 介绍 了 DSI 和 DS II; f£ (2. 23) RE Lax 对 (2. 20) 
x. 由 于 DS 人 方程 与 DS [方程 的 约 化 方式 不 同 ,它们 的 求解 方法 也 有 很 
大 差别 . 首先 看 DS IT 方程 , 即 e= 1, a= i 的 情形 . 在 这 里 ,所 求 的 特 解 


还 要 有 进一步 的 约 化 , 即 ws = T, ie o=] u l? LG — 3), 
ATJ, P, V, 3 


(2.51) 
Wy uz — lu, 
VELLE CA 7 | 
— Uzr lu, Wy 
J,P,V, 具有 性 质 
J—2eo?, P=oPo!, V,=oVo! (j =0,1, 2), 
(2. 52) 
这 里 
0 1 
= | | (2.53) 
—] 0 


P Xon P HAA TCA SSA SE. 现在 方程 组 (2. 23) 式 成 为 
iu, =— Un Hup +2 | u | u+ 2uv, 
(2.54) 
vs Oy FAC 0, 


它 的 Lax 对 是 
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0 0 

à, = 2i | Jo. +2| ‘le. (2099) 
=] —u 0 
w Uz — iu, 
LEN 
—u, — luU, Wy, 
而 . 

v =—] u |? + (wy — w). (2.56) 


(2.55) Darboux 算 子 可 构造 如 下 : 
各 果 (， je. 55) 式 的 解 ， 则 可 直接 验证 | "jeg 它 的 解 ,从 而 
可 取 


cs i Kn (2.57) 
7 € 
££, 十 n. — 一 P 
s= in = r |e 2 i i | 2-88) 
(el +l al lan — qE EE: m 


由 于 HHEH = Ho”, Sibi S = So. 由 


U’(a)(a—S) = (a—S)U(a) —S, 


V'(2)(2—S) = (a—S)V(a)—S, 


得 
U’ = oU's ， 
(2. 59) 
V = Vo. 
于 是 Darboux 变换 保持 (2. 52) 式 的 约 化 不 变 . 
经 过 Darboux 算 子 9 一 S 的 作用 ， 


V = V: 十 Vi,; T 2V, S, - [V , S]S--[Vi, S]; 
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从 而 得 DS [方程 的 新 解 为 


jj 二 二 
lel? +l yl?’ (2. 61) 
v = v—2(Re Sy). = v— (In(| € 1? +] 91?) ) axe 
Hl 2.4 MRR u= 0, 则 可 取 v=0 (w = 0), £— &sx-Fi y, t), 
7 二 (riy, t), 使 之 满足 二 Zi£., y — —2i gas. 对 于 这 样 确定 的 
€57,(2. 61) 式 给 出 的 (wu, v) 都 是 DS IL; fe HJ AR. 特别 是 , 令 & = 


T. (NEU NT 
ert tiay +2ia t : 7 — ef iB» t^i ; 则 可 得 


u’ = u + 21835 =a & 十 21 


2i(a 一 B) lat pleti(atp)yt2ia’ e yr 


, 
e?Reaz 一 2Imay 一 2Im(a2 )t 十 ezRepz 一 2Impy —21m(f ): 


E 2 
= 4( Rea — Reg)? e? Re(a--f) z —21m(a-*) y 21m(a +f )t 


( eReez —2lmay —2Im(a" Y zi ez2Repz 一 ?Impy —2im(f )+ )2 


X t= 常数 时 , 沿 直线 XxRe(8 一 a) 一 yIm(B 一 a) = const f£ u WIA, m 
沿 其 他 斜率 的 直线 均 渐 近 于 零 . 由 于 它 并 不 在 任意 方向 都 渐 近 于 零 , 所 
以 我 们 仍 将 其 归于 线 状 孤立 子 解 . 

进一步 作 Darboux 变换 ,可 得 到 线 状 多 孤立 子 解 , 它 在 有 限 个 方向 以 
外 的 所 有 方向 上 渐 近 于 零 ， 

图 2.1 一 图 2.4 给 出 的 是 线 状 单 孤立 子 解 与 线 状 多 孤立 子 解 的 示 
意图 ,其 中 w = 3 十 2i, Bl —1-ci,a =i, & = (20/4. (But 
解 取 参数 (w ， fi). ) 


图 2.1 ARBAB, t= 
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图 2.2 IRMA IF eR, t=0 


图 2.3 线 状 双 孤立 子 解 , t=0.5 


图 2.4” 线 状 双 孤立 子 解 , = 1 
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注 2.3 与 上 一 节 的 一 般 方 式 相 比较 ,对 DS IAEE Darboux 变 
换 的 关键 是 取 到 形 如 (2. 57) 式 的 互 . 虽然 此 方法 对 DS 上 方程 是 非常 成 
功 的 ,但 对 DST Ate, Re ARIE. 


2.4.2 DSI 方程 的 Darboux 变换 与 二 元 Darboux 变换 [63] 
在 e 二 1, a 二 1 时 ,发 展 方程 DST 及 其 Lax 对 分 别 为 


iu, tus tuy 2 |u |'u+2uv = 0, 


(2. 62) 
Vx ~ Uy t2(] u | )a = 0, 
及 
1 0 0 u 
p, = ®, 十 p 
Poa T 
L u 
QD, = 21 a +21 o, (2. 63) 
lo 一 —u 0 
| wi | 
+i È, 
一 Ui 二 Ty 
其 中 ， 
v =—] u |? TQ — w), (2. 64) 


w 与 w: 是 实 函数 ， 

由 于 这 时 没有 找到 类 似 于 (2. 57) 式 的 互 以 构造 (2. 62) 式 的 解 的 
Darboux 变换 ,需要 引入 共 圈 方程 和 二 元 Darboux 变换 . 我 们 对 此 不 作 一 
般 性 的 叙述 ,只 说 明 它 们 是 如 何 应 用 到 DS 工 方程 以 得 到 新 解 的 . 

为 简单 起 见 , 重 写 (2. 63) 式 为 


o, = Jð, + Po, (2.65) 
o, = 2iJ@,, + 2iPh, + iV. 
BE CRRI RE 
v, = YJ— UP, (2. 66) 


V, =— 21V,J + 21(WP ), — ivr. 
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这 里 SA ERE VO,+V,6, YD, +t V, 成 为 x 的 导数 的 形式 而 作 
出 的 . 不 难 直 接 验 证 (2.65) 式 和 (2. 66) XE B gd ge iJ. 
利用 =— P, Vi = V, Ups 可 以 得 到 如 下 的 事实 :如 果 oj 
(2. 65) 式 的 一 个 解 ,那么 亚 二 ^ 是 (2. 66) BAR RoR. 从 而 只 要 
知道 (2. 65) 式 或 (2. 66) 3X rh — 1 75 PE B AE , SESS ij 09 H1 EL BJ 398 75 € 
HJ AR. 
利用 类 似 于 8》2. 3 ATE, ASE FE (2. 66) E Darboux 变换 : 
y = y, — VS, 
P’ = P+[J, S], (2. 67) 
Vi V,—2P,-2[P, B26] S] -2(JS. - S.I), 


其 中 
S= P Yo, z, (2. 68) 
v, 是 (2. 66) 式 的 一 个 非 退 化 2 x 2 矩阵 解 . 但 是 ,现在 已 不 再 满足 
P” =- P, Y’ 也 不 再 是 (2.65) 式 中 的 P 用 PP 替代 后 所 得 方程 的 解 . 
为 了 克服 这 个 困难 ,需要 引入 二 元 Darboux 变换 ,并 再 作 一 次 Darboux 
变换 以 得 到 新 解 ,其 主要 步骤 是 : 
第 一 步 :利用 Lax 对 (2. 65) 式 的 解 到 和 共 斩 方程 (2. 66) RR Y fe 
1 次 微分 形式 
w(W, &) = Wbdz + VIody 
4-2i (VP + Wo, — ¥,J&) de. (2. 69) 


可 直接 验证 w( 亚 , p) 是 一 个 闭 形式 , 即 w 的 外 微分 dw( 亚 , 6) = 0. 在 一 
个 单 连通 区 域 中 ,w 在 闭 回路 上 积分 为 0, 从 而 在 R :上 可 定义 它 的 积分 

(z, y, t) 
Qv, B(x, v, 0 7 | ^ 


(zo, Yor to 


CE, o), (2. 70) 


这 时 积分 和 路 径 无 关 ,而 olr, 6) = d(Y, à). 

第 二 步 : 令 d, = WAM, ©), 经 过 演算 ,可 以 验证 @B 是 (2.65) 式 
m (P, V) RH OP, Vi) 替代 后 所 得 方程 的 解 . 

第 三 步 ; 令 OH = WHAM, V;), 由 它 产 生 的 Darboux X F 
9 一 d, .Go 一 作用 于 © 而 得 到 Darboux 变换 
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D —34,—4,.5 P = S—VjAW, PTAC, B), 
P= PH, Wo, WV ]—- PIJ, WAP, V.) wl. 
(2.71) 


从 P' —— PH P"* = 一 PP, 这样, 就 得 到 了 DSI 方程 的 一 个 新 解 . 
上 面 的 第 一 、 二 两 步 称 为 二 元 Darboux 变换 .对 DS I AH, RNA 
一 次 Darboux 变换 与 一 次 二 元 Darboux 变换 的 复合 才 得 到 一 个 新 的 解 . 
这 时 得 到 新 解 的 算法 就 需要 微分 和 积分 运算 . 
上 述 二 元 Darboux 变换 是 Matveev, Salle 等 首先 引入 的 , 它 还 有 许 
多 应 用 [53,5, 91. 有 关 二 元 Darboux 变换 的 详细 内 容 ,请 参阅 文献 [63]. 


$2.5 在 1 十 1 维 问题 中 的 应 用 


在 本 节 我 们 要 利用 定理 2. 2 来 讨论 Lax 对 (Gelfand-Dickey 系统 ) 


/中 = U(z, L, 3)6, 


(2. 72) 
$Ó, = V(r,t,9)60, 
其 中 
U(2) = YU, (z, 02, 
i (2. 73) 


V(d) = Y v.s, 1)3'. 


由 (2.72) 式 的 第 一 式 作 出 e, ,其 结果 应 和 第 二 式 相 一 致 ,这 就 是 
(2.72) 式 的 可 积 条 件 
U,(a) +[U(a), V(2)] = 0. (2.74) 


设 D(x, t, 3) 是 一 个 微分 算 子 ,如 果 对 (2. 72) 式 的 任何 解 D, 
$'— D(3)ó 满足 
a = U'(x,t, DP, 
(2.75) 
$, = V'(z, t, 9)’, 


这 里 U,V EI n 
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U'(3) = 5 U (z, t)da, 
n (2. 76) 
V'(3) = DS) Vi, (x, t)? 


的 微分 算 子 , 则 D(x, t, 3) 称 为 (2.72) 式 的 Darboux AT. 
对 一 阶 算 子 D(z, t, 9) —3—S(z, t), 有 如 下 定理 : 
定理 2.4 3— S(x, t) 是 (2.72) 式 的 Darboux 算 子 当 且 仅 当 S = 
H-H”, 其 中 H 是 方程 组 
HA = U(3)H, 
| (2.77) 
H, = V(3)H 
HJ N xNN 非 退化 矩阵 解 ,A 是 一 个 常 值 上 三 角 和 矩阵 ， 
证 明 引入 一 个 新 的 自 变 量 y ,考虑 方程 组 
V, —U(z,t, 23) v, 
| (2. 78) 
V, — V(r,t,2)V. 
如 果 3 一 S(z, t) 是 (2.72) 式 的 Darboux 算 子 , 则 存在 U (3), V(9), 使 


esos) ce a e. 
(2. 79) 
S, = (3— S)V (3) — V' (3) (3 — S). 


由 于 S 5E y 无 关 ,(2.33) 式 成 立 ,所 以 9 一 S 是 (2.78) 式 的 与 y ARV 
Darboux SLT. 根据 定理 2. 2 ,存在 (2. 78) 式 的 N X N 非 退化 矩阵 解囊 。， 
使 S = H,.H, ,这 时 Ho 还 可 能 与 y 有 关 . 令 

Lo = H; Hy, ,, 则 由 (2. 32) 式 ,有 


Ls = H,'U(S)H,, 
L,, = — Hy’ Ho, H U (S) H, + Hs (U(S))2Ho 
+ HU(S)H,,. 
= H,’{(U(S)). - [S, U(S)]} Ho = 0, 
而 由 (2. 39) 式 ,有 
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Lo, , —— Hj, Ho, ,H;'U(S) Hy + Hy'U(S) Hp, , = 0, 
L,, =— Hj Ho, .Ho U(S)H, + Hj (U(S)).Ho 
+ Ho U(S)H,,, 
=H; {(U(S)),+[U(S), V(S)]}H = 0. 


由 此 得 到 ,L。 是 一 个 常 值 矩阵 ,从 而 存在 常 值 上 三 角 阵 A 及 常 值 矩阵 工 ， 
使 Lo = TAT”. 由 Ly 的 定义 ， 


H,,, = H,TAT", 
所 以 
Ho(z, y, t) = H(z, t)exp( Ay) T! , 

其 中 HWg(2.77)X,S-—H.H^. 

反之 ,如 果 H (2.77) RNB, S= HH”, 则 容易 验证 ,S 满足 
(2.79) 式 , 即 3 一 S$ 是 (2.72) 式 Darboux A F.F. B 

注 2.4 (1) 如 果 NN 二 1, 则 五 满足 Lax 对 (2.72) 式 . 

(2) 如 有 果 上 面 定理 证 明 中 的 LL 可 对 角 化 , 则 H 中 的 每 列 都 满足 取 
特定 值 的 Lax 对 (2. 72) 式 . 

例 2.5 用 上 述 方 法 也 可 直接 推出 原始 的 Darboux 变换 . 


KdV 方程 
u, + 6uu, ttn, = 0 (2. 80) 


具有 Lax 对 
Ap —— $a — ub, 


$, = 2(2A—u)$, + ud, 
由 定理 2.4, 立 即 可 以 得 到 它 的 Darboux 变换 


(2. 81) 


qu E 2. 82 
$ = 5, f^ (2. 82) 


其 中 了 是 相应 的 Lax 对 当 4 = Ao 时 的 一 个 解 . 经 此 Darboux 变换 后 所 得 


的 KdV 方程 的 解 为 
u —u--2(ln f),. (2. 83) 


例 2.6 Boussinesq 方程 


(uus d-6uu,). + 3eu, =0 (e —- 1) 
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具有 Lax 对 
_ 3u 
AP = $4. + bs + wh, (2. 84) 
$, — OP xx + oud 


[o — e, w, = 3(ou +u: )/40]. 由 定理 2.4, 它 的 Darboux 变换 160]j 是 


$ z rub (2.85) 


其 中 f 是 相应 的 Lax Xj 234 A — A, 时 的 一 个 解 . 经 此 Darboux 变换 后 Ar 
得 的 Boussinesq 方程 的 解 为 


u = u-r2(ln f). ， 
(2. 86) 


oe w+ Su, 4- 3[(In f). + (In f) (In 2. ]. 
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在 这 一 章 中 ,我 们 讨论 更 高 维 数 空间 上 的 孤立 子 理论 . 第 1 章 的 理论 
可 以 推广 到 一 般 的 1 十 n 维 空间 的 AKNS 系统 .在 这 里 突出 之 点 是 
Darboux 变换 仍然 可 以 应 用 ,其 构 作 方法 仍然 是 具有 普 适 性 的 代数 算法 ， 
不 仅 如 此 ,还 可 以 得 出 高 维 时空 的 孤立 子 仍然 具有 弹性 散射 的 性 质 . 同时 
还 指出 ,这 种 方程 组 的 初始 值 只 能 给 出 在 一 空间 直线 上 ,可 以 分 解 为 多 次 
的 1 十 1 维 方程 的 求解 . 这 个 理论 内 涵 很 广泛 ,可 以 把 1 十 2 维 的 依 不 同方 
法 作出 的 一 些 孤 立 子 方程 (如 KKP、N 波 和 DSI 方程 ) 纳 入 这 个 方程 的 体 
RZP. 另外 ,我 们 还 提出 广义 的 自 对 偶 杨 -Mills 流 的 概念 ,也 可 以 用 
Darboux 变换 来 构 作 新 的 解 ,而 且 1 十 维 空间 的 AKNS 系统 也 可 以 看 
成 是 它们 的 一 种 约 化 . 这 就 在 更 广泛 的 意义 上 拓 广 了 Ward 提出 的 命题 : 
“孤立 子 方程 都 可 由 自 对 偶 杨 -Mills 方程 化 约 而 得 出 ”L731 ,并 在 高 维 时 空 
提供 了 重要 的 情况 . 


$3.1 高 维 AKNS 系统 


3.1.1 高 维 AKNS 系统 [26, 27, 42] 


我 们 的 物理 时 空 是 1 十 3 维 的 ,但 现在 已 充分 发 展 的 孤立 子 理论 主要 
是 关于 1 十 1 维和 1 十 2 维 的 ,在 高 维 情况 还 未 充分 展开 . 在 这 里 要 系统 地 
叙述 我 们 关于 高 维 时 空 的 可 积 系统 的 研究 结果 ,特别 是 构 作 了 一 类 具有 
弹性 散射 性 质 的 高 维 孤 立 子 . 

在 本 节 中 ,将 》1.2 中 介绍 的 AKNS 系统 推广 到 任意 1 十 n 维 ,这 里 
n 也 可 以 是 2, 但 与 第 2 章 不 同 的 是 ,这 里 的 广义 AKNS 系统 中 仍 保留 有 
谱 参 数 , 而 不 是 以 微分 算 子 替代 . 
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Da (t, X1, T23 “" 5 4.) 为 1 十 n 维 时 空 R'* 的 元 素 的 坐标 ,其 中 
(xi, c. La) 表示 空间 位 置 ,t 表示 时 间 . 我 们 考虑 如 下 的 线性 系统 : 


gi¥ = UY = (aJ: + P.) (2 Ty NY, 
(3. 1) 


aw = Vy = Swany, 
其 中 3; 2, 分 别 表示 关于 xi 和 上 的 偏 导 数 ,P;, Va 都 是 N XN ERER 
数 ,P; 的 对 角 元 为 0, J 是 常 值 对 角 和 矩阵 . 由 于 (3. 1) 式 含有 多 个 方程 , 故 
称 之 为 Lax ZR. 
由 (3.1) 的 第 一 式 ( 即 它 的 空间 部 分 ) 的 可 积 条 件 得 
P30 AU ges (3. 2) 
Tt 383 A 分 解 ,我 们 得 


[J J,] = 0,， (3. 3) 
LI ss Rls (3. 4) 
(3.5) 


9,P; —3;P, -[P;, P,] — 0. 
由 于 J; 是 对 角 阵 ,(3.3) 式 上 自然 成 立 . 为 进一步 讨论 需要 ,我 们 假设 : 
AERE A 满足 [A, J;] = 0 ON ATA i), U A 必 为 对 角 和 矩阵 . 这 个 条 件 记 
为 (J) 并 相当 于 EI 的 某 个 线性 组 合 J = Dali, 使 了 的 各 个 对 角 
元 素 相 异 . 因此 ,可 以 通过 2, 的 线性 变换 ,使 J 的 各 对 角 元 素 均 不 同 . 本 
节 的 讨论 就 按 这 一 假定 下 进行 . 此 外 ,还 要 假设 J: 线性 无 关 , 否 则 ,经 过 
J: 的 某 个 线性 组 合 和 空间 变量 的 线性 变换 ,能 够 达到 J, = 0, 这 时 (3. 4) 
式 给 出 P, = 0, 从 而 空间 维 数 可 以 降低 . 
由 (3.4) 式 、(3.5) 式 可 得 如 下 性 质 ，; 
(i) FE N X N 和 矩阵 值 函 数 了 ,使 得 
P; — [P, Ji], (3. 6) 
且 可 假设 P 的 对 角 元 是 0 或 其 他 任意 函数 ,因为 P?" B ilz. 
(ii) RAAR P 有 空间 约束 
.P= P FIP a P,] ^ 0. (3. 7) 
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由 (3. 1) 式 的 可 积 条 件 可 得 到 V, 所 满足 的 方程 


[Js V] = 0, 9iV 一 0， (3. 8) 
(Ji, Vf] = V7 — [P;, V.T*, (3.9) 
avis — [P,, Vo J, (3. 10) 


(a — 0, ls ies qu ly, 


以 及 一 组 发 展 方程 
a,P, 一 aiVo 十 [P,，V。]o = 0. (3. 11) 


方程 (3.7) 式 一 (3. 11) 式 中 有 许多 是 多 余 的 ,事实 上 ,在 条 件 (J) 成 立 
时 ,可 以 假设 Ji 的 全 部 对 角 元 都 互 不 相等 ,这 可 以 由 对 (n soon, x,) 作 
线性 变换 而 实现 . 由 (3. 6) 式 可 知 ,P( 除 不 起 作用 的 对 角 元 外 ) 由 Pi 决 
定 ,P1 实质 上 就 是 全 体 的 未 知 函 数 . 下 面 的 引 理 表明 ,方程 (3.7) 式 一 
(3. 11) 式 可 用 它 的 一 个 子 集 代替 . 

引 理 3.1 设 记 的 各 对 角 元 互 不 相等 , WCG. DASG 11) 式 等 
价 于 


aiP, 一 93,P, 十 [P,，P,] =0, (3. 12) 
[Ji, V4] = $V, —IP, V.]*, (3. 13) 
OV epp apaga (3. 14) 
9,P, — 3V“ -[P,, V, ]'* = 0. (3. 15) 


WEBB (3. 13) 式 与 (3. 14) 式 只 是 (3. 9) 式 与 (3. 10) 式 的 重复 表示 . 所 
以 只 需 证 明 (3. 12) 式 和 (3. 15) 式 可 导出 (3.7) 式 与 (3. 11) 式 . 记 


A, = 89,P, — 4;P; - [P;, Pj], (3. 16) 
由 直接 计算 及 Jacobi 恒等式 得 
[5,45] el 1] ty P114 EJ (Ps, Pil] 
=(Ji, 45] — {J;, Ai]. (3.17) 


由 P, = [P, Jl; P, = [P, Jj], 可 直接 验证 [P,， 忆 )] 的 对 角 元 全 为 0. 
因此 A; 的 对 角 元 也 全 为 0. 利用 Au = 06 > 2) 即 可 得 到 :对 任意 i, j, 
Ji, A; | 一 0， 因而 Ag" = 0, 所 以 A; = 0. 这 就 证 明了 (3.7) 式 . 
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下 面 考虑 (3. 11) 式 . WER i >l, 在 (3. 15) 式 成 立时 ,注意 到 
LPi, J = [P,, J;], 我 们 有 


[Ps — ,V, - [P;, Val, Ji] 
二 
二 

由 (3.7) 式 (3.9) 式 (3. 10) 式 及 Jacobi 恒等式 ,上 式 又 等 于 

QU PI Vest 0 PL Vue] eed tad Ie DEVE Pi 
= [3,P, —8à,P,, Vaa] - [P;, EP, V.a1] ^ ELPi, [P:, V1] 
一 0. (3.18) 


从 而 有 (3. 11) 式 . sure. a 

由 此 引 理 ,我 们 将 空间 约束 简化 为 (3. 12) 式 ,而 将 演化 方程 简化 为 
(3.15) 式 . 不 过 ,就 一 般 情况 而 言 ,(3. 12) 式 和 (3. 15) 式 合 在 一 起 仍然 是 
超 定 的 偏 微分 方程 组 . 

从 第 1 章 已 经 知道 , 当 n — 1 时 ,V, 一 定 存在 ,并 且 是 已 的 微分 多 项 
式 . 现在 ,在 ”之 1 时 ,由 于 V 满足 一 系列 方程 (3.13) 式 (3.14) 式 ,它们 
是 否 是 P 的 微分 多 项 式 需 要 证 明 ,而 且 它 们 的 存在 性 也 不 是 显然 的 . 事 
实 上 ,答案 是 肯定 的 ,我 们 不 但 可 以 逐次 具体 地 求 出 w ,Vi ，V: 等 等 ,而 
且 还 有 如 下 的 引 理 

引 理 3.2 (1) 满 足 (3. 13) 式 与 (3. 14) 式 的 {V.} 必 存在 ,它们 是 P 及 
其 x 导数 的 多 项 式 .我 们 将 其 记 为 V. = V.[P]; (2) 对 于 给 定 的 一 组 对 角 
EEI (2) 1 (与 x; 无 关 ) ,存在 唯一 的 {V.[P]} 满 足 V.[0] = V? (t). 

证 明 大 意 : Vo, Vi 可 由 (3. 13) 式 、(3. 14) 式 经 直接 计算 得 到 . 对 一 般 
Hg V., 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 首先 利用 文献 [80] 中 的 结果 说 明 , 如 果 将 
La, °°, Xa 看 作 参 数 , 则 V。 是 P, 91P,…, 91? P 的 多 项 式 ,然后 利用 空间 
约束 (3. 12) 式 还 可 证 明 , 这 样 给 出 的 微分 多 项 式 可 满足 (3. 13) 式 与 
(3.14) 式 中 的 所 有 方程 . 证 明 的 演算 相当 繁复 ,这 里 不 再 写 出 ,请 参阅 文 
献 [42]. N 

从 此 引 理 知 , 由 Lax 组 (3. 1) 式 导出 的 方程 都 是 关于 自 变量 xi, …， 
Xn, t 的 偏 微分 方程 ,特别 ,(3. 15) 式 是 PP 的 偏 微分 方程 组 . 
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3.1.2 例子 


在 系统 (3. 1) 式 中 ,由 于 m, n, N 都 是 任意 的 (N Èn), J 的 任意 
性 也 很 大 ,因此 (3.1) 式 可 产生 大 量 的 非 线 性 方程 . 下 面 举 两 个 简单 的 
例子 . 

例 3.1 n=N=2,m=2, 


1 0 0 0 0 p 
ve E | | | | i | | 
0 0 Ü: mj q 0 
b 与 9g 为 复 值 函数 ,此 时 ， 


P =i d= |’ i P =P, 71 = il’ E 
q 0 q 


0 

Lax BW 

v= (AJ i T Pi)Y, 

9;V = (AJ z +P,)¥, 

OW = (Va Via - V;)v. 
现在 空间 约束 成 为 

3, P, — 3, P: = 0 

或 


91 六 十 19: 力 二 0，919 十 19:9 — 0， 
即 PESE 是 复 变 量 z = X 十 1Zs 的 解析 未 数 , 而 ip 二 二 Pz, aq = qz. EH 
TATED AA 


ay, 0 
vv | | 


b, à; 一 Qi 
y, = | ( ^ 


(a, — a3)q b, 


V, = | (ay —as)pa 十 ca (a; —a,)p. + (à —bi)p 
| (as — a1)q. + (bı — b: )q (a; —a,) pq 十 cs 


HH a, bi, 0, az, pcs 是 上 的 图 数 ,得 到 的 非 线性 发 展 方程 为 
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SP + (a, — a) Pa + (s — b) p. + 20s —aj)f'qd- (c —a)p 一 Ds 
“1+ (a, — a2 )de + (b: — br ae + 20 — a3) pq’? +(e: —c2.)q = 0. 


例 3.2 n=N=3,m=2, 


这 时 , 
Vo[Pj = VD, 


V;[P] E Da V. HEP, LPs Vo JIM +P, Vo 


Pe Volpe Vo). 


所 得 到 的 发 展 方程 为 一 个 二 阶 拟 线性 方程 组 . 我 们 将 在 以 后 讨论 它 的 孤 
T. 


$3.2 Darboux 变换 与 孤立 子 解 


3.2.1 Darboux 变换 


我 们 要 作 高 维 的 AKNS 系统 的 Darboux 变换 . 

在 第 1 章 中 已 经 看 到 ,一 次 的 Darboux 阵 是 最 基本 的 , 高 次 的 
Darboux 阵 是 一 次 Darboux 阵 的 乘积 ,可 以 设想 (也 不 难 证 明 ) ,这 事实 在 
1 十 n 维 情形 也 成 立 ,所 以 在 这 里 只 讨论 下 述 形式 的 Darboux BE: 
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D(z, t, A) =Aal—S(a, t). (3.19) 
AW = (AI — S)v, 并 代入 
aw’ = (N+ PO) V, (3. 20) 
就 得 出 
PaP Pts (3.21) 
8,S + SP; = P/S. (3.22) 


由 (3. 21) 式 及 P= [P', J;], 有 
P = P 一 S 十 任何 对 角 阵 
成 立 . 为 方便 计 , 可 令 


P'—P-—S, (3. 23) 
fg (3. 22) 式 化 为 
oP STF STIS. (3.24) 
又 把 PRA g 
aw’ = Vian ew", (3. 25) 
关于 4 展开 ,就 得 出 
Vo = Vs, (3. 26) 


Via = Viu — SV, - V.S (a —0,1,-:-, m — 1), 
以 及 
as — | 3jV.S77, S]. (3.27) 
a 一 0 


(3.22) 式 和 (3. 27) 式 是 S 所 满足 的 偏 微分 方程 组 ,通过 直接 的 计算 可 以 
验证 ,这 是 一 个 完全 可 积 的 偏 微分 方程 组 ,从 而 当 t= 二 及 zi 二 zw 时 5S 
的 值 给 定 后 ,在 一 定 的 区 域 中 , 解 S 是 唯一 存在 的 . 
我 们 还 须 证 了 明 

V. 一 V.[P ]， (3. 28) 
这 样 才 可 保证 PSU P 适合 同样 的 发 展 方程 (3. 11) 式 (或 (3. 15) HR). 对 于 
a 一 0, 1, 2 等 ,(3.28) 式 可 以 直接 验算 ,对 一 般 的 a, 它 的 证 明 较 见长 ,但 
与 定理 1.4 完全 类 似 , 这 里 就 不 再 叙述 了 . 
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根据 上 述 讨论 及 作 Darboux 阵 的 一 般 方 法 ,有 如 下 定理 : 

定理 3.1 设 忆 是 (3.15) 式 的 解 .对 给 定 的 常 值 对 角 阵 人 A 王 diag(h1 ，…， 
àn), FA 79(3. 1) AHA = 4 时 的 列 向 量 解 , H = (hi, …, hn). 当 
det H 4OWNM,4 S = HAH", Wal — S 是 (3.1) 式 的 Darboux 阵 . 这 里 
Ai, cn, An 是 不 全 相等 的 NN 个 数 . 

证 明 证 明和 第 1 SRW. OO 

从 而 ,利用 Darboux 变换 ,从 已 知 的 PO 和 相应 的 线性 方程 组 (3. 1) 
式 的 解 要 "出 发 ,可 依 相 同 的 代数 的 算法 作出 解 的 系列 : 

(PO, yr) — (PO, pO) — (PP, ye) —e ... 


我 们 进一步 看 到 公式 
S = HAH” (3. 29) 


有 范围 很 广 的 普 适 性 . 
3.2.2 u(N) tI 


如 果 P 还 满足 一 些 约束 条 件 , 则 运用 上 述 的 Darboux 变换 一 般 不 能 
保持 这 些 约束 条 件 , 这 时 Darboux 变换 的 构 作 要 添加 新 的 限制 ,使 得 这 种 
约束 条 件 能 够 保留 下 来 . 这 是 一 个 相当 复杂 的 问题 .在 1 十 1 维 情形 ,我 们 
已 给 出 过 若干 有 约束 条 件 时 可 以 实施 Darboux 变换 的 情形 ,现在 也 将 给 
出 一 种 新 的 情况 . 

设 

J; = ieę; 二 idiag(0,…, 0, 1, 0,50, 0)( 第 ;个 分 量 为 1)， 
(3. 30) 
P € u(N) (BI P* = 一 P) 是 (3.5) 式 在 R*" 上 的 整体 解 , 亚 是 其 Lax 对 
的 基本 解 . 此 时 就 有 


P; —[P, I=, Pe) es P]e-—B. (3. 31) 


ERC. 8) 3X — (3. 10) SX EE, BU V. 的 “积分 常数 ”(t 的 函数 ) Vi (Ce) 
= V,[0] 为 属于 x(N) 的 对 角 阵 , 即 纯 虚 的 对 角 阵 , 则 就 有 


V, € u(N) (a—0,], +, m). (3. 32) 


事实 上 ,Vo = V$G) € u(N). KV, € «(N), Ha — LBTRS(3. 9) CAT, 
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[J,, VI ] € «(N). 由 此 可 以 得 到 VE x(N). Ha =l (3. 10) 
知 , aV E u(N), ALA Vis 如 在 某 一 点 属于 u(N), 则 Vi € uON). 
这 样 就 用 数学 归纳 法 证 明了 (3. 32) 式 . 

我 们 现在 希望 作出 Darboux 变换 


CP Pas 
fi& P' € u(N). Alt ERE H A S E, A, RRS PSH: 
和 二 py 或 p (up. (3. 33) 
在 某 一 固定 点 , 取 h 使 得 
heh, — 0 (pp A pa). 
以 h, 为 初始 条 件 ,方程 组 


diha = (A.J ; + P;)h,, 
d,h, = SV Arh, 
/一 0 


的 列 向 量 解 为 h。, 因而 


dh? =hi(-AJ:—P:), ah? =— h} X Vaz 
1-0 


thir. 34 A. 35 ABT, Ap — A 
9, (hj h,) = 0, G,(A] h,) = 0. 


所 以 

hgh, = 0 (3, 34) 
处 处 成 立 . 此 外 ,如 果 对 应 于 AQ = ph RAK, WMT 
Ag 一 到 时 的 一 组 1 和 上 也 线性 无 关 , 由 线性 微分 方程 的 性 质 可 知 , {he A 
hj 这 两 组 向 量 处 处 都 是 线性 无 关 的 ,由 (3. 34) XA Un , n, Aw | 线性 无 
X. 因此 det H #0, S = HAH” ERA R” 上 有 意义 .根据 S 的 定义 ,有 


Sh, = Ah,, hg S* = hj àp, (3. 35) 


所 以 a 
hg (S* + S)h, = (A, -- Aj) hg ha. 
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由 此 可 见 ,如 Àa = b> Ap = 7T 则 
hi (S* +S)h, = 0. 
如 A = Ag = u (BA, = hp = P), 


hy (S* +S)h, = (u-- ghi h,, 


所 以 
S+S* Op. 


再 由 (3. 35) 式 ， ] 
hi S* Sh, = AAA. 
如 A. = u, Àg = 4, yu 
hi S*Sh, =0, 
WA. = Ap = B (RAL = Ay = p), 
hs S* Sh, 一 | H hy hes 


所 以 
S'S—|pul'I. 


由 此 还 可 得 到 


(AI — S)' (AI— S) = (A — )(A — p) HI. 


nx = (al — S) yaa — Sg)? 
qua -syaresy. 
(> Vut = Gi Ss) vuol = 
(al 3S)" Ors) 
== e Siva Ga -sy 
(= 


=- Sie, 
a=0 


这 就 证 明了 V。E u(N). 
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(3. 36 ) 


(3. 37) 


(3. 38) 


(3. 39) 


由 (3. 23) 式 可 知 , P E u(N). 进一步 ,由 Darboux 变换 对 V, 的 作用 ， 
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至 此 ,我 们 给 出 了 一 个 具有 x(N) 化 约 问题 的 Darboux 变换 的 构 作 ， 
许多 带 有 x(N) 化 约 的 问题 都 可 采用 类 似 的 构 作 方法 . 


3.2.3 MAF 


现在 考虑 孤立 子 解 的 构 作 问题 . 为 了 不 致 有 过 于 繁复 的 式 子 ,我们 取 
n 二 3, NN 二 3, m= 2 的 情形 来 讨论 ,从 而 可 以 构 作 某 些 单 重 和 多 重 孤 立 
子 解 ,并 且 证 明 在 多 重 孤 立 子 解 中 , 单 孤 立 子 的 相互 作用 是 弹性 散射 . 现 


在 取 
ai 0 0 bi 0 0 
V—|0 ai 0|, V1—-1|0 bi 0|， 
0 0 Q31 0 0 b31 
C11 0 0 
Vo=H 10 “a 041, 
0 0 cl 


其 中 ai, bi, ci(i = 1, 2, 3) 是 实 的 常数 . 
像 以 前 一 样 ,初始 解 仍 取 为 P = 0, WA 


ein T O0 0 0 
Y= 0 eG; tf 000 0 ， (3. 40) 
0 0 eilazs tH, 000 
这 里 
$,(A) — aA  d-FbA dc (i=1, 2, 3). (3. 41) 
EX 
Al =p, ar 二 Ms 一 人 (uc n, (3. 42) 
CG = ux: d $iQ0t, (3. 43) 
再 取 
eh è —qgeth — bet: 
H = aet et: 0 ; (3. 44) 
be: 0 els 


JU (A; LIH 3 AE (3. 33) SUNL (3. 34) 式 中 的 条 件 , 且 
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det H = e&t) A, (3. 45) 
A-1-la | 2 et(t;7 t7 (0 7001 十 | 6 |? gt Fa) (6 7101 > 0. (3.468) 
所 得 到 的 新 的 解 由 三 个 波 组 成 ,其 表达 式 为 


p = Sy = ab(y — g)el 580675074, 


q = Sn = (u — pba 7A, CRT 
r= Sy = (u—p)ae* $2/A. 
根据 (3. 43) (3. 47) dE bl, lal, |r| 是 速度 为 
nes $: (nz) — $i) (i= 1, 2, 3) (3. 48) 
pH 
的 行 波 .事实 上 ， 
|p |=| ab || zx 一 去 | eI th) V/A, 
FILII I RA uos 
Irl-l all uz | EPEA, 
Rm o "m 
A-—1 十 | a |? e 77$) 十 | b |? ete :(578) ; (3. 50) 
& = x; — vit (i21, 2, 3). (3.51) 


对 于 固定 的 t, lol, lal, |r| 都 是 有 界 的 , 且 当 | x |— eo BT Et 
除去 一 些 低 维 的 方向 外 都 充分 快 地 趋 于 零 . 我 们 设 i(y 一 有) > 0, 则 这 些 
方向 是 : 

Gi) | pl: |z—x |A +0, 22, — T: — T; H+, 

Gi) |q |: | t3 — zı |A+o, 2x; — x1 — x4 A+ 0o, (3. 52) 

Gi) |r|: | z2 — xm |L, 2273 — x1 — x; zo. 
这 样 ,就 得 到 了 单 孤 立 子 解 , 每 个 解 都 包含 p, q, ”三 个 波 . 当 i(y 一 有 二 0 
时 ,(3.52) 式 中 ce 之 前 的 “一 ”号 和 “十 ?号 要 分 别 改 为 “十 ”号 和 ”一 "号 . 这 
样 所 得 到 的 孤立 子 不 是 完全 局 部 化 的 . 事实 上 , 沿 直 线 zs 一 xi = const, 
zı — xi = const, p, q, 7 为 常数 . 
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进一步 ,S 的 其 他 分 量 为 : 


Si 一 AGE | a | 2 e(472(5 78) 十 去 | b | 2 ete) 8) ) ; 
S, = ita | a | 2 git (576) 十 元 | b | 2 eK (57$) ) : (3. 53) 
Su = AGE | a | 2 ee AG) ctu | b |? eis) ). 


它们 将 在 构造 多 孤立 子 解 时 用 到 . 
注 3.1 WR a, b, ci 不 是 常数 ,而 是 1 的 函数 , 则 所 得 到 的 孤立 子 
解 是 变速 度 的 . 这 时 , (3. 43) 式 中 的 项 $: (A) 要 改 为 


ws 2 = | EA, ede 


= | A ER E E T A (3.54) 


特别 是 , pl, lal, |r| 沿 


qct 7710782 i wily, t) — const 
A—p 
保持 为 常数 . 对 函数 w , bi, ci 的 不 同 选取 ,可 以 使 波 的 传播 具有 非常 多 样 
的 形式 . 例如 若 ai, b, c; 的 积分 是 周期 函数 , 则 就 得 到 周期 振荡 的 波 ;如 果 
它们 是 增加 得 很 快 的 函数 , 则 各 个 波 的 加 速度 很 大 ,会 很 快 向 远 处 传 走 . 
& 重 孤立 子 解 可 以 通过 从 已 = 0 出 发 的 & 次 Darboux 变换 得 到 . I 
BUS wo, m, t, a (a E DRE, pa Æ po, pa Ap), WA 


V, (A, rm, t) = (AI — S) (AI — S) Po, (3.55) 
所 得 到 的 非 线性 方程 的 解 为 
P! —— (S, 4- S, 4-4 S14). (3. 56) 


这 里 So, S, »775 Si-1 是 根据 定理 3. 1 、 (3; 33) 式 和 (3. 34) 式 逐次 作出 来 
的 . 我 们 进一步 假设 
KAHI (i=1,2, =, n; L=0, Baes k—1) (3.57) 


互 不 相同 . 
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多 孤立 子 有 如 下 性 质 : 

定理 3.2 当 t 一 十 吕 时 ,一 个 重 孤 立 子 渐 近 于 个 单 孤 立 子 ， 
t —— oo 和 上 一 十 oo 时 所 出 现 的 孤立 子 具 有 相同 的 波形 . 

证 明 ERR k = 2 的 情形 :我 们 在 以 速度 {uw(m ) 运动 的 坐标 系 
中 考察 二 重 孤 立 子 的 渐 近 形态 , 即 让 E= xz; 一 ulm) 保持 有 限 ,而 使 
t =+ œ, X} 


££ gv — (v; (po) — vj (po ) )t >E 99 (i Aj), (3.58) 


S, ~ e; (t+ 09), (3.59) 
03 
其 中 , o; 一 fo 或 po QU" RRALLE S. 因此 
(A — ot ) gite 5 000 


P ~ (一 o ) ele, Hy 000 


(A— ot eG, H5 020 


(3. 60) 
RÜR H, 使 得 
二 aj gu & bi ef 
H, ~ jae er y We (3. 61) 
b, e's 0 els 
这 里 l u 
C = taxi t$: (m )t— ln (a — 6i )i. (3. 62) 


(3. 61) 式 (3. 62) 53 (3. 44) X, (3. 43) 式 类 似 , 因 此 ,对 Si 的 渐 近 性 
态 , 有 分 别 类 似 于 (3.47) 式 (3.49) 式 (3. 53) 式 的 等 式 成 立 , 只 是 将 其 中 的 
a, b, P» e 分 别 改 为 a, b, 5 b. 所 以 当 1 一 士 co B & 保 持 有 限时 ， 
P mc S =! sot 
渐 近 于 一 个 单 孤 立 子 解 . 
当 t+ 与 上 一 一 co 时 , p, q, n 波 的 浙 近 形态 分 别 都 是 相同 的 ， 
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但 是 注意 到 在 (3. 62) 式 中 的 附加 项 一 In (ja — o? )i 24 tet ce 53 t—— eo 
时 可 能 是 不 同 的 ,它们 的 差 代 表 了 相 移 . 这 就 是 说 , 波 的 基准 位 置 6 一 0 
和 直线 x; — vi (jn )t = 0 fg t >t oo Ah tae. 

X t>o, f= zx; — V( poo )t 保持 有 限 ( 则 必 有 息 boo) 时 ,应 用 可 
换 性 定理 可 证 明 同 样 的 结果 . 

这 样 ,在 & = 2 时 定理 已 得 到 证 明 . 

同 第 1 章 一 样 ,多 次 运用 Darboux 变换 可 以 得 到 多 孤立 子 解 . 利用 数 
学 归纳 法 同样 可 以 证 明 ,在 较 一 般 情形 下 , 当 c9 eo 时 ,多 孤立 子 解 分 
解 为 单 扳 立 子 解 ,而 这 些 单 孤立 子 解 之 间 的 相互 作用 是 弹性 若 射 , 即 其 模 
的 形状 和 速度 都 恢复 原状 ,但 可 能 发 生 相 移 , 它 是 由 (3. 62) RW oF 当 
t— œ 时 取 不 同 数值 而 产生 的 . N 

这 样 得 到 的 孤立 子 在 相互 作用 时 具有 弹性 散射 的 性 质 ,而 且 可 计算 
其 相 移 . 这 就 是 说 ,它们 具有 1 十 1 维 孤 立 子 所 具有 的 最 基本 性 质 . 正 是 这 
个 基本 性 质 的 发 现 , 才 使 孤立 子 理论 得 到 了 充分 的 重视 和 发 展 . 

图 3. 1 一 图 3.5 即 表示 了 双 孤 立 子 的 相互 作用 时 的 p dX. 


图 3.1 MMU pik, t = 二 一 1 


图 3.2 MMAUwTh pik, t =—0.5 
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$3.3 Cauchy 问题 


现在 考虑 带 约 束 条 件 (3. 12) 式 的 发 展 型 方程 (3. 15) 式 的 定 解 问题 . 
仍然 假定 Ji 的 对 角 元 相 异 ,并 设 所 有 的 JG = 1, 2, =, n) 的 元 素 为 纯 
EH. RME P E u(N), 因而 所 有 P; € u(N). 前 面 已 见 到 ,可 以 取 定 
V., EV, € x(N). 根据 偏 微分 方程 的 一 般 理 论 ,对 (3. 12) 式 而 言 ,直线 
t= to, x; = Xi. cU, Xn = Xr 是非 特征 的 .如果 在 R (t= 0) 上 给 定 满足 
约束 条 件 (3. 12) 式 的 初 值 P(0, x), TERA RO 上 的 解 ,但 为 了 得 到 满 
足 约束 条 件 的 初始 值 , 定 解 条 件 所 在 的 集合 可 以 逐步 减 缩 . 终于 可 以 把 初 
始 条 件 减 缩 为 在 上 = 0, zz = 0, 0, x, 二 0 上 给 定 初 值 


P(0, 21, 0, =, 0) = Poi), (3. 63) 
根据 此 来 求解 方程 组 (3. 12) 式 和 (3. 15) X. 


(3. 12) 式 可 采取 如 下 的 步骤 求解 :以 (3. 63) 式 为 初始 条 件 ,在 1 二 0 
时 ,在 r= =a, 平面 上 对 (3.12) 式 中 的 


eye Ba OE 
aL IX: 


求解 ,得 出 P(O, 2i, 22,0, … ,0). 然后 以 它 为 初始 值 求解 


A2 + [Pz P,]=0 (3.12) 


xj ui Ip. oe A (3. 12”) 


VERI 023 


得 出 P(0, x1, 22, 23,0, …, 0). 依 此 类 推 ,可 以 得 到 P(O, m, £2, t, m), 
表示 如 下 : 


Ais 


P(O, Ti, 0, Ug 0) — P(0, Tis, T2, 0, Ug T === 
P(0, 21, x2, 23, 0, 0, 0) — … — P(0, x1, 22, 77, Zn). 
(3. 64) 
然后 ,在 zs = zs 二 … = zx, = 0 平面 上 ,以 (3. 63) 式 为 初 值 解 演 化 方程 


(3. 15) 式 得 到 解 PC, i, 0, …, 0), 再 依 上 述 同 样 的 步骤 ,对 每 个 上 作 
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P(t, x, 0, ©, 0) —- P(t, x1, a2, 0, --, 0) — 
POR, X, X42, T3, 0, UNT S 0) =e ee Ce, Tis, T23, '"*, ae 


这 样 ,就 把 1 十 nn 维 的 求解 问题 归结 为 一 系列 的 1 十 1 维 求解 问题 . 在 一 定 
条 件 下 ,这些 1 十 1 维 的 求解 问题 的 解 是 存在 且 唯 一 的 ,可 以 用 反 散 射 方 
法 或 先 验 估计 方法 证 明 这 一 事实 ,但 由 于 计算 见长 ,在 此 从 略 . 这 里 只 是 
证 明 , 这 样 所 得 到 的 P(t, mi, cn, xm) 的 确 满足 约束 条 件 (3. 12) 式 和 发 
展 方程 (3.15) 式 ,其 证 明 如 下 : 

先 证 明 P(0, x1, x2, 23, 0,…, 0) 不仅 在 zs = ON ME Ar = 0， 
而 且 对 任意 的 x, 都 满足 As = 0. 

为 此 , 先 注意 一 个 恒等式 : 

ŽA, = An t xA; ETE. Av Te Pri VIE PSAL. 


(3. 65) 


这 是 对 Au, Av, Aj 直接 进行 微分 ,再 作 适 当 的 整理 并 利用 Jacobi TR SE 
式 而 得 出 的 . 再 由 (3. 17) 式 可 知 , A; 能 用 AL, Ai 线性 表 出 ,所 以 只 要 
WH A = 0(2— 2, 3), 就 能 得 知 As = 0. EL 1— 3, — 2. 利用 
Ais =0, 可 得 知 


cU: » Au] = 到 [Js Ar] +4: 的 线性 项 . (3. 66) 


因为 x. = 0 时 An = 0, 从 方程 (3. 66) 式 关于 解 Ai; S] Cauchy 问题 的 唯 
一 性 可 知 [Ji A] = 0. 由 于 Al 的 对 角 元 均 为 0, 所 以 As = 0. 

类 似 地 可 以 证 明 P(0, 2 , to, 77, n) WE Ay = 0 (1 = 3, c, n) 和 其 
余 的 A, = 0, 所 以 从 初始 条 件 Po (ar) 可 以 唯一 地 决定 P(0, m, ns mn), 
使 约束 条 件 (3. 12) 式 在 上 = 0 时 得 到 满足 . 

与 此 类 似 , 可 以 证 明 ,如 果 对 任何 二 P(t, 1, +, omn) 满足 约束 条 
件 (3.12) 式 ,又 在 平面 z = 0,…, x, 一 0 上 它 满足 发 展 方程 (3. 15) 
式 , 则 对 任何 (1, zi ,… ,Zz) ,发 展 方程 也 能 满足 . 这 样 ,就 证 明了 把 1 十 7 
维 的 Cauchy 问题 化 为 求解 一 系列 的 1 十 1 维 的 Cauchy 问题 的 这 一 作法 
是 有 效 的 ， 
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$3.4 1 十 2 维 可 积 系统 的 非 线 性 约束 


在 本 节 中 我 们 指出 , n = 2 时 系统 (3. 1) 式 可 应 用 于 许多 第 见 的 
1 十 2 维 非 线 性 可 积 问题 ,例如 KP 方程 ,DS 方程 \N 波 方程 等 . 如 第 2 章 
所 述 , 通 常 这 些 方程 的 Lax 对 中 不 含有 谱 参 数 ,但 通过 适当 引入 Lax 对 
的 解 与 位 势 之 间 的 约束 关系 ,这 些 Lax 对 可 与 带 谱 参 数 的 系统 (3. 1) 式 联 
系 起 来 ,这 就 是 非 线 性 约束 方法 . 这 是 1 十 1 维 非 线性 约束 方法 [3 在 1 十 2 
维 的 推广 .在 1 十 2 维 ,这 个 问题 首先 由 文献 [11，58] 在 研究 KP 方程 时 
提出 ,然后 ,在 文献 [10，89, 90] 等 的 论述 中 表明 , 它 可 将 相当 多 的 1 十 2 
维 非 线 性 可 积 系统 的 求解 转化 为 形 如 (3. 1) 式 的 系统 的 求解 .下面 我 们 分 
DIA N 波 方 程 和 DSI 方程 为 例 来 说 明 这 个 问题 . 


3.4.1 六 波 方程 的 非 线性 约束 


我 们 取 A = diag(a ，…, a,), B= diag(bi, =, ba) HIA N XN 
Sct ASEM, [ai| 与 {5,1 是 两 组 互 不 相同 的 实 常数 ,U = (us), V= (o) 
为 两 个 对 角 元 为 0 的 NX NEERA, HU = 一 U, V* ——V, 下 列 


V, = AV,+UY, 
(3. 67) 
V, = BY,+VV 


的 可 积 条 件 所 给 出 的 方程 正 是 N 波 方程 . 具体 来 说 , 此 可 积 条 件 是 
[A VS LB UT, 


(3. 68) 
U, —V, -- AV, — BU, - |[U, Ve, 
如 果 用 U 的 分 量 写 出 ,就 是 
N 
Uj, — CyUy, y pOT SE F > (ca — cy Uku 
adi a; k=l 
Gi,j=1, nN). (3. 69) 
其 中 
uy =a, (xj). we =0, q — 
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为 了 与 3 3.1 所 给 出 的 Lax 组 相 联 系 ,我 们 引入 如 下 的 线性 系统 : 


il 0 iF 
o, = | [ie ss | | 
0 0 iF* 0 
iA 0 iAF 
o, = AD 十 p (3. 70) 
0 0 iF*A 0 
iB 0 V iBF 
o, = ADB 十 o 
0 0 iF*B 0 


其 中 是 添加 的 谱 参数 ,[ 是 N 阶 单位 阵 ,F 是 新 引入 的 一 个 x,y, tH 
NXs 阶 矩阵 函数 (s 1), (3.70) 式 右 端 出 现 的 那些 矩阵 都 是 (NN 十 s) X 
(N+s) 阶 的 , 它 属 于 8 3.1 引入 的 系统 . 

(3. 70) 式 的 可 积 条 件 @,, = 0, ,Bs = o, 给 出 


U,=[A, FF*], V, —[B, FF*], (3. 71) 
及 
F,=AF,+UF, F,=BF,+VF, (3. 72) 
而 By, = ©, 给 出 
U, —V, -[U, V] — AFF'B-- BFF'A = 0. (3. 73) 


注 3.2 (1) 如 果 将 (3. 72) 式 中 的 下 看 作 (3. 67) 式 中 的 wv, JJ 
(3.72) 式 就 是 N RAW Lax X. 

(2) 考虑 到 (3. 71) 式 中 的 关系 成 立 , (3. 73) 式 即 为 N RAE 
(3. 68) 式 . 

(3) (3.71) 式 是 原来 没有 的 方程 , 它 在 N 波 方程 的 解 与 它 的 Lax 对 
的 解 下 之 间 加 上 了 一 个 约束 条 件 . 

从 Lax 对 (3. 67) 式 出 发 ,通过 附加 约束 (3. 71) 式 来 得 到 关于 各 个 
自 变 量 的 导数 全 部 显 式 出 现 的 Lax 对 (3.70) 式 的 方法 称 为 非 线 性 约束 
方法 .对 于 1 十 1 维系 统 , 最 初 是 由 文献 [8] 提 出 的 ,这 里 是 在 1 十 2 维系 
统 的 推广 . 


3.4.2 DSI 方程 的 非 线 性 约束 
在 (2.21) 式 中 , 令 a = 1, e= 1, W DSI E 
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— iu, = uz ty d u(wi — w), 
Wis 一 Wwiy =— (9, +9,) | ul’, (3. 74) 
Ur, + tr, = (3 —3,) lul’, 


所 相应 的 Lax 对 是 


1 0 0 u 
V, = JY, +UY = | |v.+| ly. 
0 —1 —u O0 


(3. 75) 
Y, = 2iJ Fa + 2iUY,. + QY 
b ijeta Ca i 
= 2i Pa +21 Y. 
0 —1 —u O0 
| iwi i (uz T u,) g 
—i(u, —u,) iw, | 
与 NN 波 方程 类 似 , 我 们 引入 线性 系统 
s | [s +U p 
9, = : ,0,— |. e, 
iF* 0 iF* J 0 
(3. 76) 


2 W. X. 
o, = Vb = 2 本 AD, 
J 一 0 — X; Z; 


其 中 是 添加 的 谱 参 数 ,下 是 新 引入 的 2Xs(s 辫 1) HERR, W, 
X;, Z 分 别 是 待定 的 2X2, 2 X s,s Xs 阶 和 矩阵 值 函 数 , 从 而 上 式 右 端的 
系数 矩阵 都 是 (2 十 ;) x (2 十 *) 阶 的 .通过 计算 (3.76) 式 的 可 积 条 件 可 以 
MEW, X, Z, 并 得 到 U, 下 之 间 的 相互 关系 . 
现在 特别 选取 

W, lus F-o ee AJ, W, |u=F=0 = 0, W; |u=F=0 = 0, 

则 由 (3.76) 式 的 可 积 条 件 ,得 
—2iJA! — 2UA +W, —2iJFA—2JF,—2UF 
— [—2iF'JA--2F:J —2F"U — 2iF*JF 


, 


(3. 77) 
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其 中 


i | u |? + 2iq iu, 
W, = | | (3. 78) 


iu, —i | u |? — 2ig, 
qi ,qs 是 新 引入 的 函数 . 通过 计算 (3. 76) RH RRA, BAU, F, q, 
d2 满足 的 方程 


F, = JF, +UF, 
(lu |? + 4q Uz tu, 
F, = ZAJF, +2iUF,+1 : 
=e + i, 一 | u |? — 4q: 
(3.79) 
— iu, = Un -u,--2lul'uc4(q t q)v, 
qi. — q = 一 十 (| u|?) 
lz ly 2 工 9 (3. 80) 
c dl 2 
dzz + q2y = joa 
: qi 0 
ceo = |? | [J, (FF* )*] 2 U.. (3. 81) 
q2 


如 果 将 (3. 79) 式 中 的 下 看 作 (3.75) 式 中 的 W, JU] (3. 79) Xx DSI 
方程 的 Lax 对 ,而 (3.75) 式 中 的 


w =| u |? +4q, w: =—| ul? — 4q. (3. 82) 
(3. 80) 式 就 是 DSI 方程 (3. 74) 式 ,而 (3. 81) 式 是 非 线 性 约束 . 
3.4.3 DSI 方程 的 孤立 子 解 


下 面 我 们 通过 对 (3. 76) 式 作 Darboux 变换 来 得 到 DSI 方程 的 孤立 
TH. 由 于 (3.76) 式 的 可 积 条 件 (3.79) 式 、(3. 80) 式 、(3. 81) 式 比 DSI 
方程 及 其 Lax 对 更 多 ,因而 这 里 的 方法 所 能 得 到 的 只 是 DSI 方 程 的 部 
分 解 ,但 是 ,我 们 仍 可 得 到 孤立 子 解 ,包括 局 域 孤 立 子 解 ( 即 在 无 穷 远 
处 处 趋 于 零 的 孤立 子 解 ) 和 非 局 域 孤 立 子 解 .我 们 在 这 里 考虑 * = 1 和 
s = 2 两 种 情况 . 
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(1) 5 一 工时 的 非 局 域 弧 立 子 解 


取 E 
Ar = ro (Ima, Æ 0), À2 = As = ào, 


Ai 
A = À2 $ (3. 83) 
As 


再 取 Lax £8 (3. 76) CRUE (A, | , BEH A, Æ Ae = O Rf hl hp = 0. WH = 
(hi, hz, ha.) 且 


则 利用 正 交 关系 ,所 得 的 S = HAH? 5 h, h 的 选取 无 关 , 用 分 量 写 出 
来 ,就 是 - 
S; = hod, + (to —À) Pee aT EP (3. 84) 
从 而 经 过 Darboux Ek AI — S 的 作用 ,得 
uo 一 2& 十 2k8 Ei, 
w, = w — 2k(u&i& +u &) — 2«(F1 SS 十 FS £) 
—4e [& Pde ?+1& 15», (3. 85) 
W = we + 2k(u£i& c uti Er) + 2«(Fs && + Foe 83) 


+ 4x8] & | (|& l-&l», 


2d i (A. — Ao) 
EN liAo — Ao 
er a (3 
而 相应 的 
F SFERE, $] (3. 87) 


特别 是 , 当 v = 0, F = 0, w 一 0 时 ,可 取 


.2 yg meg ae? 
& — eio (ety) —2idgt ; ê = c eio (= DIFERE. & = (3. 88) 
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式 中 Cis C2, C3 是 复 常数 . 这 时 得 到 线 状 单 孤 立 子 解 : 


"29 Ayers eiu tio i 
u 一 lc [^e te 十 | c, [Pen 十 | c, |? e? 


(3. 89) 
(Ao = uiv, u, v Æ 0). 


X t EEN, WER y= ax tbla 35 0) 的 两 个 方向 ,DSI 方程 的 这 组 
Ard 0 ,而 在 y = 常数 的 两 个 方向 上 分 别 渐 近 于 0 和 一 个 非 零 常数 . 
它 的 波峰 沿 > 方向 的 运动 速度 为 4Re(4,). 多 次 使 用 Darboux 变换 就 可 
mec 

3. 6 一 图 3. 10 给 出 线 状 双 孤 立 子 解 的 相互 作用 . 


N WwW 4 


|u| 


3.6 DIA fzB CDU ET SB, t= 一 2 


|u| 


=O = N WwW A 


3.7 DSI 方 程 的 线 状 双 孤 立 子 解 ，! 一 一 1 
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3.10 DSI 方 程 的 线 状 双 孤 立 子 解 , t=2 
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(2) s = 2 时 的 局 域 弧 立 子 解 
取 u 一 0， F= 0, W., = 0, 这 时 ， 可 作出 局 域 解 ， 作法 如 下 : 
FQ Ar = A2 =A, As =A = Ao (Ima, Æ 0), fF 
Ao 
Ao 
A= - , 
Ào 
n (3. 90) 
= eio (IX) BASE = 


C I 
其 中 C 是 一 个 2X2 常 值 阵 .利用 (3. 90) 式 可 作出 Darboux 阵 AI— HAH” , 
从 而 可 得 到 单 孤 立 子 解 . 经 过 计算 ,可 得 到 单 孤 立 子 解 的 具体 形式 为 : 


/ 2bci 
u 


— Tdet C | cosh(2bx + &.) + cie; cosh(2b6(y — 4at) +p)’ 


(3.91) 
其 中 a = Rea, b = Ima; 
C1 — X | Ca |^ +| Ca [^s C2 — V | Ci |? +| C2; la 
Cia 一 Ci Ci + Cy Cz , (3. 92) 
$4, — In | detC |, & = In (c/c). 
如 果 det C Æ 0, 这 个 解 是 局 域 的 ,也 就 是 在 无 穷 远 处 处 趋 于 零 . 
进一步 ,选取 
(7) 
0 
A 
A= AU 
4 (3. 93) 
R eO (tJia i Gebot CO) 


Co I j 
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XH AP AAP (GAR), AP APP ,可 以 作 m Br Darboux 阵 ,从 而 得 到 多 
孤立 子 解 Ut = [Ul]. 虽然 Ut"! 的 具体 形式 十 分 复杂 ,但 可 以 研究 当 
(xz, y) — co 时 的 渐 近 性 质 与 :> eo 时 的 浙 近 性 质 .对 于 (x, y) 99BT B9 
渐 近 性 质 ,有 如 下 定理 ; 

定理 3.3 (z，y) 沿 平面 上 任 一 直线 趋 于 无 穷 大 时 UP ATS. 

为 了 考虑 上 ~ oo WHITER ,我们 在 以 速度 为 ( v: ， v,) 的 坐标 系 中 
Wit. S ES rut, p= y—v,t, MAM ER: 

定理 3.4 至 多 存在 m W v, v), EEH 6, WARN, 


lim Uy” (€+ Ut, q+ vot, t) = U^ (v, v,)(6, p, (3.94) 


其 中 的 渐 近 解 UY (v, v) z 0, 而 对 其 他 所 有 的 ( V, v). 有 
lim U5" (E+ vt, nt vt, t)=0. (3. 95) 


这 两 个 定理 的 证 明 相 当 繁 复 ,在 此 从 略 . 请 参阅 文献 [93]. 

注 3.3 从 定理 3.4 看 到 ,在 一 般 情 况 下 , UL 在 上 — oo 时 渐 近 解 
具有 m 个 峰 ,但 在 满足 某 些 条 件 时 ,有 些 峰 前 面 的 系数 为 0, 因 而 峰 的 个 
数 就 小 于 m. 

下 面 图 3. 11 一 图 3. 19 显示 了 三 组 双 孤 立 子 解 的 演化 性 质 . 其 中 第 
一 组 (图 3.11~ 图 3.13) 的 两 个 波峰 经 相互 作用 后 仍 变 为 两 个 波峰 ,第 二 
组 (图 3. 14 一 图 3.16) 的 四 个 波峰 经 相互 作用 后 变 成 了 两 个 波峰 ,第 三 组 
(图 3. 17 一 图 3.19) 的 四 个 波峰 经 相互 作用 后 仍 变 为 四 个 波峰 . 


3.11 DSI 方程 的 局 域 双 孤立 子 解 (1),! 一 一 ? 
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3.18 DSI 方程 的 局 域 双 孤 立 子 解 (3)， t=0 
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3.19 DSI Fy T2 B Joy SUD sr FR (3) , t=2 


注 3.4 对 于 $2. 2 中 讨论 过 的 AKNS 系统 (2. 15) 式 ,在 一 般 情况 
下 并 不 一 定 具 有 整体 解 ,当然 也 不 一 定 具 有 整体 局 域 解 . 但 在 文献 [93] 中 
证 明了 ,如 果 J 的 对 角 元 都 是 实数 ,并 且 (2.15) 式 中 的 P 满 足 P* = 一 P， 
则 定理 3.3 仍 成 立 . 但 是 ,定理 3.4 成 立 需 要 一 个 使 各 孤立 子 速度 互 不 相 
等 的 条 件 ,这 个 条 件 与 IMMA, e, J RBBB A” A 
关 . DSI 方程 ,此 条 件 满 足 ; 而 对 N 波 方程 ,此 条 件 不 满足 ,因为 N K 
方程 的 所 有 孤立 子 以 相同 的 速度 运动 . 

注 3.5 对 于 N 波 方程 ,虽然 上 -> 士 ce 时 的 渐 近 解 不 会 分 裂 为 若干 
简单 的 峰 , 但 当 参 数 的 间距 “充分 大 ”时 ,用 上 述 方 法 作出 的 解 UT 的 各 
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43 8 05:4) RA ES m 个 简单 的 峰 . 这 里 不 详细 讨论 这 个 问题 ,请 参阅 
文献 [94]. 

注 3.6 上面 只 讨论 了 =1 的 非 局 域 孤 立 子 解 和 *= 2 的 局 域 珀 立 子 
fig. 妨 一 方面 ,通过 对 *= 1 的 Lax 对 作 多 次 Darboux 变换 ,只 要 参数 取得 适 
当 , 也 可 以 得 到 局 域 孤 立 子 解 , 而 且 比 上 面 由 *= 2 得 到 的 局 域 孤立 子 解 更 
广泛 . 对 于 DSI 方程 ,这 样 的 解 依赖 于 两 个 整数 m, n, ERI (m, n) IF 
解 ,而 对 N 波 方程 , 解 则 依赖 于 NN 个 整数 . 具体 内 容 请 参阅 文献 [95 |. 


83.5 R' 上 的 一 个 约 化 系统 


作为 一 般 理论 的 一 个 特例 ,现在 考虑 R' 上 的 一 个 特殊 的 AKNS 系 
Zt. id 


€1 — 0 $ £5 一 0 


0 0 (3.96) 


ĉi 0 
E, = | I (3. 97) 
0 UE 
考虑 系统 
oY 一 (AE, + Pi)Y, (3. 98) 


这 里 P, 是 实 的 2n X 2n Bg. 注意 ,如果 a. (4 — 1, 2, +, n) E n NIER 
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数 ( | a; | 互 不 相同 ) , 则 》)aiE; 有 不 相同 的 对 角 元 ,所 以 存在 2n X 2n 阵 
了 ,使 


P, = [P, E]. (3.99) 
我 们 对 P 加 上 特殊 的 要 求 , 记 
| oe (3. 100) 
E idt l 


ix# Pirs Py», Pa, P; AnxX nh BNA 
Py =— P» 为 对 称 ; Po =— Pa ARR. (3. 101) 


因而 这 是 一 个 有 较 强 的 约束 的 AKNS 系统 . 这 个 系统 是 从 一 个 几何 问题 [5] 
中 产生 的 . 我们 现在 作 它 的 Darboux 变换 [371. 根据 一 般 理论 (83. 2), 取 
A= diag (A, ;7U75 Aen) » Qa FAAS DY FETE A. 的 列 向 量 解 , > 


H =[dhh, °°, pan], (3. 102) 
S = HAH", (3. 103) 

Wu] AI — S 是 Darboux 阵 ;Darboux 变换 (P, v) > (P', Y) 9j 
y = (Al—S)w, P'—P-—S. (3. 104) 


为 使 已 仍然 满足 约束 条 件 , 即 具有 特殊 的 形式 (3. 100) ARI C3. 101) X, 
我 们 需要 有 特殊 选取 的 M。 和 Y. 下 面 先 证 明 一 个 引 理 : 
引 理 3.3 设 己 满足 (3.101) 式 ,又 


Y(A)-— Y (3. 105) 

gf (Ao) 
是 (3. 98) RAF A = Ao HIB AP Y, A 均 为 n 元 的 列 向 量 , 则 
F(A) 一 y d (3. 106) 

Js) 


是 (3. 98) 式 相应 于 =— à, 的 列 向 量 解 . 
iE AB w Pn =F, Pa = G, 则 


P ei] iG, ‘| le a 
P; = = ; (3. 107) 
IG, ei] [ES ei] G; F; 
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Am 
F; = [F, ei], G; = IG, eil = Ge; + eG. (3. 108) 


方程 (3. 98) 式 (作为 列 向 量 的 方程 ) 就 可 以 写作 


1 
c hei’ 十 Fi’ + Giy’ , 


Ti 


2 (3.109) 
E egt + GW + Fu, 
这 个 方程 组 在 变换 , 
/ v= -人 = am (3. 110) 
ye 7 " 
下 不 变 . 引 理 证 毕 . 国 
我 们 选取 非 零 实数 pS 
Ài = M, Arti 二 一 从 (121,2,-:«5,m), (3. 111) 
取 列 向 量 解 
pi = pilu), dri = gi, (3. 112) 


ds 是 nn 个 线性 无 关 的 列 向 量 ,从 而 gi 也 线性 无 关 . 利用 方程 (3. 109) 式 及 
P; —— P; ARTI 


(bide) — 0 Fd) (a, B=, 2, =, 2n). cents) 


所 以 如 
pepa =0 (A, Æ Ag) (3.114) 


在 一 点 成 立 , 则 处 处 成 立 . 在 后 文中 我 们 要 证 明 , 可 选取 线性 无 关 的 y, 使 
(3.112) 式 和 (3. 114) 式 成 立 . 
由 S 的 作法 可 知 , SH — HA = 0, BU 
Ss = Ande, py S* = àp (3.115) 


因而 
d, S* Spe = Ag Ash pe- (3. 116) 


LE Ap Æ A, AY, dp dg = 0; E Ag = å, HT, AA, = g, FA 


à, S' Sys = ud; de (3.117) 
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对 一 切 B 及 YY 成立, 从 而 S" S = LI. 同时 ， 


à; (S* —S)ys = (Ay — Ag) G7 dg = 0, (3.118) 
所 以 这 样 作 出 的 S 满足 
SS. SuSE (3. 119) 
如 把 S 写成 
= 5 d (Sa (a, b —1, 2) X nX nE), (3. 120) 
Su. Sx 


由 于 S" = S; 所 以 Si 和 Sn 为 对 称 的 , H S = Sai? 又 因为 


I 
S= HAH? ,A— |" METELLI 
一 人 


0 

1 =— Sn, Si =— Sz. (3. 121) 
从 而 可 见 , 阵 S 满足 阵 P 的 条 件 (3.100) 式 和 (3. 101) 式 ,从 而 了 = P—S th 
满足 这 个 约束 条 件 . 余下 来 只 需 证 明 , 可 以 选取 列 向 量 pA), 使 它们 满足 


(3. 114) 式 并 且 线 性 无 关 . 实际 上 ,只 需 取 好 它们 的 初 值 ,使 它们 线性 无 关 并 
满足 (3. 114) 式 就 可 以 了 . 为 此 ,看 阵 S 的 性 质 .由 S*S 二 yeT 可 见 


Sn 一 Sa =I, [Su, Su] ^ 0. (3. 122) 

ie 
o = u (Su 十 Si )， (3. 123) 

则 
g' = ug (Sn 55). (3. 124) 


WIAA oo = 1, Wo Sn BIER. 
现 取 o? 为 任意 给 定 的 常 值 正 交 阵 ,作对 称 阵 和 反 称 阵 


5 = rad deg ae ee 5g —g*), (3, 125) 
显然 有 0 42 0 42 2 0 0 
(Si) a (Siz) = 从 I, DS S] 一 0 (3. 126) 
成 立 . 令 
S? S? 
S 一 | (3.127) 
— Si => S 
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则 S 为 对 称 阵 . 由 S S" = (S')! = 2 IAS" WEE Wty 并 且 易 见 ， 
EP 为 以 wx 为 特征 值 的 特征 向 量 , 则 g 为 以 一 x 为 特征 值 的 特征 向 量 ， 
所 以 若 记 以 wx 为 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 为 多 , BES, 它 就 是 以 
一 4 为 特征 值 的 特征 向 量 ,从 而 好 和 Y' 构成 2n 个 线性 无 关 的 向 量 组 yp?. 
以 它们 为 初 值 ,就 得 到 所 需要 的 uu, 因而 S 的 构 作 也 得 以 完成 , 即 满足 约 
化 要 求 的 Darboux 阵 也 构 作 完成 . 

定理 3.5 保持 P 的 特性 (3. 101) 式 的 Darboux 变换 是 存在 的 ,并 以 
上 述 特殊 构 作 的 S 来 实现 . 

注 3.7 (3.98) 式 还 可 以 扩充 为 


oy 一 (QE. +P, +2)y, (3. 128) 
Darboux 变换 的 方法 仍然 有 效 , 这 时 Q: 的 变换 规则 为 
Q; = SQus (3. 129) 


利用 (3. 98) RI C3. 128) 式 的 Darboux 阵 , 可 以 解决 文献 [5] 中 的 几何 问 
题 ,给 出 其 中 Backlund 变换 的 显 式 解 . 


$3.6 J- X XIE -Mills 流 


-Mils 方程 是 理论 物理 中 最 重要 的 方程 之 一 , 它 刻 画 了 自然 界 的 
几 种 基本 的 相互 作用 . 自 对 偶 杨 -Mills 方程 (SDYM) 是 从 属于 杨 - Mills 
方程 的 一 个 偏 微分 方程 组 , 它 在 4 维 流 形 的 微分 拓扑 的 研究 中 有 特殊 意 
义 .此 外 ,从 SDYM 方程 还 可 化 约 出 许多 孤立 子 方程 . R. S. Ward BU 
为 ,所 有 的 孤立 子 方程 都 可 以 从 它 的 化 约 而 导出 .我 们 在 此 不 拟 系统 叙述 
杨 -Mills 的 理论 ,只 是 从 孤立 子 理 论 的 角度 叙述 它 的 一 组 推广 ,说 明 
Darboux 变换 可 以 应 用 于 这 种 广义 的 SDYM 流 ,并且 说明 它 们 可 以 化 约 
到 AKNS AR. 


3.6.1 广义 SDYM 流 


先 对 自 对 偶 杨 -Mills 场 作 一 非常 简略 的 介绍 . 
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设 G 为 由 矩阵 所 成 的 Lie 群 ,9 为 其 Lie 代数 . 设 R' 具 欧 氏 度量 
ds = yidzdz, (7° = 8°, PSEA), (3. 130) 
A; 是 取 值 于 Lie 代数 8 的 一 组 函数 , 称 为 规范 势 .二 阶 反 称 张 量 
F; 23,4, —8,A; - [A;, Aj] (3.131) 
称 为 规范 场 的 强度 . 如 果 A; 满足 杨 Mills 方程 


jk (= 


IX» 


+[Aj, F;])= 0, (3. 132) 


则 由 A; 所 定义 的 规范 场 称 为 杨 -Mills 35. 变换 A; = G(x)AG(z)* — 
(3,G(x))G(x)" 称 为 规范 变换 ,这 里 G(z) 是 取 值 于 群 CHAR. MER 
换 不 改变 规范 场 的 物理 本 质 , 特 别 是 使 杨 -Mills 方程 不 变 . 规范 场 强 下 有 
其 对 偶 * 下 ,其 定义 为 


(* F), = Lew" g Fa , (3. 133) 
这 里 
1， (i,j,k, D EC, 2, 3, 4) 为 偶 排 列 时 
Eikl -| (i, j, k, L) 是 (1， 2, 3, 4) 为 奇 排列 时 ; 
0， 其 他 情形 ， 
(3.134) 
即 
(*F)z = Fa, (xF)zs = Fu, (* F)a = Fu, (3. 135) 


(*F)y = Fr, (*F)u = F5, (*F)u = Fa. 
如 果 x 下 二 下, B 
Fi, = Fy, F,; = Fu, F; = Fa, (3. 136) 


则 此 规范 场 称 为 自 对 偶 的 杨 -Mills 44 (SDYM) , 3x HH 45- Mills 方程 一 定 
满足 . 如 果 * 下 = 一 下 成 立 , 则 规范 场 称 为 反 自 对 偶 的 . 改变 时 空 的 取向 ， 
自 对 偶 性 和 有 反 自 对 侦 性 可 相互 转变 ,因而 只 讨论 自 对 侦 性 就 足够 了 . 

Rt ERJ SDYM 可 以 复 化 为 C* 上 的 规范 场 ,也 可 以 对 R”"? 的 度量 , 即 


ds? = dx? + dz; — dai — dz? (3. 137) 
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作 自 对 偶 的 杨 -Mills 规范 场 . 在 文献 [73] 中 将 它 扩充 到 R” 的 情形 . RN 
要 人 氢 述 的 是 它 进一步 的 推广 [32，33] . 

设 (z, p) = (21, t, La Pry ts Pa) 是 空间 R”(n 之 2) 的 实 坐 标 ， 
Ai(xi, xs Pry ty Dn) 是 (x, pp) 的 一 组 NXN 和 矩阵 值 的 ( 实 值 或 复 
EAR. 考察 Lax 组 


LF = C ra —— Av, (3. 138) 


sth w WN XN 阵 ,为 谱 参数 , 它 出 现在 2 WRAAE. G. 138) 式 的 可 
积 条 件 是 


dA; aA, 

2 5 nee (3. 139) 
A, 23A 
GA; OA; _ 
au e (3. 140) 


E n = 2 时 ,这 就 是 SDYM 方程 的 一 种 写法 !84] . 在 文献 [73] 中 它 被 推广 
到 现在 的 形式 ,但 空间 的 维 数 是 4n(n > 1). 满足 (3.139) 式 和 (3. 140) 式 
的 A; 称 为 广义 的 自 对 偶 杨 -IMills 势 . 
注 3.8 我 们 已 指出 , 自 对 偶 的 定义 依赖 于 空间 的 度量 ,在 R’ 的 情 
形 , 度 量 形 式 (3. 137) 式 已 改写 为 
ds’ = dp,dz, + dp, dz; , 


而 (3.139) 式 和 (3. 140) 式 是 自 对 偶 方 程 化 简 ( 通 过 “规范 变换 ”) BN 
从 (3.139) 式 可 见 , 存 在 NXN 阵 本 ,使 


__ If sa 
A; = 257 : (3.141) 
从 而 (3. 140) 式 可 写成 为 
9 /9 i\ 9 /9JT-NV_ 
xod RET 0. (3. 142) 


显然 ,(3. 142) 式 和 (3. 140) 式 、(3. 141) REY. 
现在 再 引入 一 个 “时 间 ” 变 数 i, 使 A;, J, Vt 有 关 . MS 更 满足 


PIE 1+n 维 可 积 系统 121 


aw m+q 
ae dum 2,VÀ V (qz 0), (3. 143) 


AH V, 也 是 N X 矩阵 值 函数 ,不 依赖 谱 参数 4. 
(3. 143) 式 和 (3. 138) 式 组 成 了 R^" HAY Lax 组 ,其 可 积 条 件 包含 了 
关于 V 的 方程 组 


dV» 
dr c 93 
i (3. 144) 
ac c EIAS Vel (a= 1, 2, =, m), 
Oz; 
和 
IV m 
3» = [Van A], 
av ,— dV, 
25, ^ dg, | Ven Ad (a — mq, s, m+2) 
(3. 145) 
及 A; 的 发 展 方程 
A E E (3.146) 


at à pi Qr, 


(3. 139) X. (3. 140) RI (3. 146) 式 的 解 称 为 广义 自 对 偶 杨 -Mills 流 
(广义 SDYM 流 ). 杨 -Mills 势 A; 不 但 在 每 一 时 刻 满 足 SDYM fi Bik 
足 一 个 发 展 型 方程 . 

定理 3.6 如果 A; 满足 广义 SDYM 方程 (3.139) 式 和 (3. 140) 式 , 则 
关于 Vi 的 方程 组 (3. 144) 式 和 (3. 145 ) 式 都 是 完全 可 积 的 ,所 有 的 V; 都 
可 以 用 A; 的 微分 和 积分 表达 式 写 出 来 . 

证 明 由 (3.144) 式 的 第 一 式 可 见 


Vo = Volp, t). (3. 147) 
AG. 144) 式 的 其 余 式 子 可 见 


ƏV, _ ƏV, [23A 39V, 
azigzi 9pi9z, bx nes p [A | 
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-| 


aD; api9p; ap '"" 8p 
JA; dV ,-2 
25 | , Ya ]* |A: ? Op, | 
+ [A,, [A;, Ves | (3. 148) 


利用 (3. 139) 3. (3. 140) 式 以 及 Jacobi 恒等式 就 可 以 知道 (3. 148) 式 右 端 
KF i, j 是 对 称 的 ,因而 (3. 144) 式 是 完全 可 积 的 . 以 pi 为 参数 ,V, 有 如 
下 的 递 推 基 系 式 : 


Vo = Vile, t), 
(3.149) 


Va -[xCm Ve 一 一 十 [4,， Vo] )dzi Ví (2， t), 


这 里 的 Vs(p, t) 是 积分 的 初 值 ,积分 是 沿 p; = const 平面 上 的 路 径 进 行 
的 , 它 和 路 径 无 关 . 但 也 可 取 V。，, 使 之 和 上 也 有 关 . 


引入 
再 v9 190) 
利用 (3. 145) 3X n] W, 
IW a oA aW, —1 as — see 
meme fr Ew] Core m nto 
(3.151) 
| aW 
二 ” mtg — 
aD; 4 
得 


W mta = Walt, t). 
又 根据 递 推 关 系 (3. 151) 式 ,有 


T -5f (Z po ZL. w. Jae. 


(z, 0, al 
+W (z, t) (a-m-q,:-:,m-4-2). (3.152) 


这 里 的 积分 是 在 关于 x; = const 平面 上 的 路 径 所 作 的 ,z; 视 为 参数 ,这 个 
积分 与 路 径 的 选取 无 关 , 因 而 也 得 出 V. 的 表达 式 . 
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因此 , 当 A 满足 (3. 139) 式 和 (3. 140) 式 时 , RES Vo (a — 0, …， 
m;a=mt+q,m+q—1l, ++, m+1) 使 得 (3.144) 式 和 (3.145) 式 满足 . 


EHE E 


(3. 139) 式 和 (3. 140) 式 可 视 为 A; 的 “空间 约束 ",(3. 146) 式 是 它们 
的 发 展 方程 . 空间 约束 的 意义 就 是 :在 每 一 时 刻 A; 满足 广义 的 自 对 偶 杨 - 


Mills 方程 . 
3.6.2 Darboux 变换 


设 D 是 NXN 阵 


D=,l—-S, 
式 中 S HA 无 关 . 令 , 
v/—DY, 
我 们 希望 
TEE E E E A S 
LY = Gr i Aw’, 
OW hee 
ar T 2 Vary 
成 立 . 经 过 直接 的 计算 (和 3§ 3. 2 类 似 ) 可 以 得 出 
AC =A, £2, 
aS — deut as 
25 7904 A;S — [S, Al 378, 
和 
v5 = Vo , 


V, = V, 十 VS 一 SV (a — 1,2, e, m), 


Vds m SVS , 


Vis m SV us DN (V s c = V aoi JS 一 , 


Ug eges s oe D); 
以 及 


25 E vier dy aS. 


(3. 153) 


(3.154) 


(3. 155) 


(3. 156) 


(3. 157) 


(3. 158) 


(3. 159) 


(3. 160) 
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我 们 注意 到 , 当 gq 关 0 时,S 应 为 非 退 化 的 . 又 可 以 验证 (3. 157) 式 、 
(3.160) 式 是 完全 可 积 的 , 即 当 i=, p — po 时 ,如 已 给 定 S(to, po, x), 
MUFE S, p, <) 满足 它们 . 有 定理 如 下 : 

定理 3.7 如 果 和 矩阵 S 非 退化 且 满 足 方程 (3. 157) 式 和 (3. 160) 式 ， 
Wl] D —AI—S 是 (3.138) 式 和 (3.143) 式 的 Darboux 阵 . 

现在 给 出 S 的 显 式 作法 , 它 本 质 上 和 AKNS 系统 的 情形 相同 . EX 
Ao cn hw 为 N 个 数 ,至 少 有 两 个 不 相同 . h(a = 1，2，…，N) 是 
(3.138) 式 和 (3. 143) 式 相应 于 X = A, 的 列 向 量 解 , 即 


9h oh 9h P 
— = 一 — A. Me Em me .161 
OD; ^. Ox; Ads, at Va: "s 1) 
EL. S 
H = (hi, ho, *, hn), A= diag(àı, =t, AN). (3.162) 
又 设 互 非 退 化 , 作 


S = HAH", (3. 163) 


定理 3.8 UE S 如 (3.163) 式 所 定义 , 则 D = AI — S 是 Darboux W. 
证 明 从 (3.161) 式 的 第 一 式 可 见 


aH _ aH 


因此 
38 29H y H7 一 HAH- Man 一 AS 十 SA,， 
9 pi OX; Oz; 
(3.165) 
AS) fall gi egg E 
OX; OX; IX; 
mA S aS 
9 
bise Ss. 3. 166 
28 —{s, A] - 288 (3.166) 
这 就 是 (3. 157) X. 男 一 方面 , 易 见 
m+q 
a=0 


因而 
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98. S y Han H2 — S anv. HA” =H 
EN x l (3. 168) 


m+q m+q 


= >)V.S""“*S — S$} V.S”. 
a=0 a=0 


由 (3.158) 式 和 (3.159) 式 可 以 见 到 (3.168) 式 的 右 端正 好 就 是 一 SV 十 
Vie + Viner — Ving ,所 以 (3.160) 式 成 立 . 定理 证 毕 . M 

我 们 指出 ,如 果 WA) ce Lax 组 的 基本 解 ,那么 Lax 组 的 列 向 量 解 可 
写作 V (A)L,3x B l NAE, H= (xc p). E AKNS 系统 相 比 , 它 可 
以 不 是 常数 ,而 是 Xz + p 的 函数 ,所 以 其 作法 有 更 大 的 自由 度 . 

这 样 ,就 显 式 地 作出 了 Darboux 变换 

(v, Aj) 一 (Y' , A’). (3. 169) 

在 这 样 构 作 中 只 含 代数 和 微分 的 运算 ,与 以 前 所 述 的 一 样 ,这 种 变换 可 以 
用 同一 算法 继续 进行 下 去 . 

注 3.9 有 时 我 们 要 求 势 函数 A 属于 gl ON) 的 一 个 子 代数 ,例如 
A; Ex(N), 这 时 就 要 求 A + A; = 0. Æ Darboux 变换 时 ,也 要 求 
A’; 十 4;=0. 依 (3.156) 式 可 知 , 在 构 作 S 时 ,要求 它 满足 


aS* , aS 
o. ae (3.170) 
这 一 点 ,可 以 在 如 下 的 两 个 限制 下 做 到 : 
(1) HX 
à= u E gu (是 非 实 的 复数 ); (3. 171) 
(2) W h., 使 
hoh, — 0 (3. 172) 
TE A, Ag 时 成 立 . 


运用 和 3§ 3. 2 中 的 论述 相 类 似 的 论证 ,可 以 得 到 
S' 4S — (ut a). 


从 而 上 述 要 求 (3. 170) 式 得 到 满足 . 
注 3. 10 ”如 果 不 考虑 A, 和 + 上 AXK, ER Darboux 变换 就 适用 于 广义 
的 SDYM 系统 ,当然 也 适用 于 R^ ^ ER SDYM 系统 . 


126 孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 


3.6.3 例 


我 们 从 平凡 解 A; = 0 出 发 , 先 作出 相应 的 Lax 组 的 解 . 为 此 ,应 先 定 
H Vo, Vi, tt, Vins Vs, c, Vous (3.144) 式 和 (3. 145) 式 此 时 化 为 


Vo = Vo (p), 
We = Mer (a=1, 2, =, my mg =, m2), (3.173) 
Ox op; 


Nds = VE or 


从 这 些 式 子 可 以 见 到 , Vn 关于 z 是 m 次 多 项 式 , Vua KT p Æg X 
多 项 式 . 此 外 ,(3.146) 式 化 为 
IV m m IV m+1 
ap; Ir’ 
从 而 可 见 V, 是 p 的 g 次 多 项 式 , Vin Xx Am +R, Alt Vo 
Æ p m+ REDA, Vnt Er 的 m 十 q 次 多 项 式 .又 由 V 的 表示 式 及 
(3. 173) 式 可 见 


(3. 174) 


aV ay .— 
lum repu (3.175) 


Alf V E Ap; +2, BAR, PV 有 表达 式 
V = =P (ip dy. (3. 176) 


这 里 P(Ap o x) Æ Api x Hm eq RERA. 这样,(3.138) 式 和 (3. 143) 
式 就 有 一 个 基本 解 
W = exp (ZP (ae +2)¢), (3. 177) 


依照 前 面 所 述 的 方法 作 Darboux 变换 
(0, V) — (AU, y) + (AO, p) eer, (3. 178) 


就 可 以 得 到 一 系列 的 显 式 解 . FL ARRE PRE A&P € c OS e 
立 子 解 . 
为 叙述 更 具体 起 见 , 取 N = 2， 
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ps 0 
V 一 ， (3. 179) 
0 — iv(A) 
这 里 
v(A) 一 up +z), (3. 180) 
u 是 m 十 gq 次 的 实 多 项 式 , 则 
eve 0 
y — | | (3. 181) 
0 e (aye 
BU p 为 一 复数 yj = 二 o 十 irt(t 关 0). WAR 
ee, ad (3. 182) 
g(u ) e "t e Ma)! 


式 中 glu) = gb T x), 容易 见 到 ,对 于 任意 函数 g, H 中 的 两 列 是 Lax 
组 对 应 于 4 二 y 和 的 列 向 量 解 , 且 条 件 (3.172) 式 也 能 满足 . 进一步 ,有 


A = det H = e" +| g(p) l'e" 40, (3. 183) 
这 里 w= i(v(u) — v(p)) ZÉ— RBA 
记 | 
glu) = eto), 
(3. 184) 
v(u) t v(p) = k(n), 
其 中 olu), O(n) 是 实 值 函 数 , 经 过 一 定 的 计算 后 得 到 
S = HAH ! 
_ | 5 一 ir tanh(o 一 ir sech(p — wt )e*™? 28:388 
ir sech(p — wt eX" . g + ir tanh(p— wt) 
第 一 个 孤立 子 解 
Avs 29 (3. 186) 


AT vile 的 选取 都 有 很 大 的 自由 度 ,所 以 这 一 类 孤立 子 解 可 以 有 多 种 
多 样 的 形式 .在 S 中 出 现 了 sech 函数 ,可 以 看 到 ,如果 适当 选取 ”和 8g ,在 
p— wt > œ 时 ,S 的 元 素 可 以 趋向 于 常数 或 0, A 的 元 素 趋向 于 0, 因而 
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可 以 得 到 孤立 子 形式 的 解 , 但 这 时 它 不 是 行 波形 式 的 解 , 继续 作 Darboux 
变换 ,可 以 得 到 多 重 孤 立 子 解 . 


3.6.4 和 AKNS 系统 的 关系 


XJ; An ANXN FN SEE ,对 Lax 组 (3.138) 式 和 (3. 143) 式 中 
出 现 的 v, Ai, Vas 作出 如 下 的 矩阵 : 


Op, t) = e Es v, 
Pi(p, t) 一 一 e 2257, A eu, | (3. 187) 
U.(p, t) = eXz, Vi eu, 


我 们 假定 ,等 式 左 端的 ©, PU. 都 与 z, 无关, 这 就 是 说 ,(3.187) 式 已 
经 对 Lax 组 (3. 138) 式 和 (3. 143) 式 作 了 约束 . 
通过 直接 运算 ,可 以 看 到 (3. 138) 式 和 (3. 143) 式 经 过 这 样 的 约束 后 ， 
化 为 
2 = (AJ: + P:)®, 
(3. 188) 


这 就 是 R*" 上 的 AKNS 系统 , 如 是 自 变数 ,因而 得 到 如 下 定理 : 

定理 3.9 AKNS 系统 是 广义 自 对 偶 杨 -Mills 流 的 一 种 约束 . 

R. S. Ward 认为 “孤立 子 方程 都 是 R' E EDU S5 - Mills 方程 的 一 种 
约束 ”. 这 一 说 法 固然 有 相当 根据 ,但 孤立 子 方程 是 层出不穷 的 , 它 只 能 说 
明 自 对 偶 方 程 有 非常 丰富 的 内 涵 , 而 不 能 给 予 证 明 . 本 章 发 展 了 高 维 时 空 
的 孤立 子 方程 (AKNS 系统 ) ,显然 ,它们 不 能 成 为 R' 上 的 自 对 偶 方 程 的 
约束 .但 本 节 的 讨论 说 明了 高 维 的 AKNS 系统 是 广义 自 对 偶 杨 -Mills jfi 
的 一 种 约束 ,这 就 进一步 说 明 后 者 的 确 有 非常 丰富 的 内 涵 . 


第 4 章 ” 常 曲 率 曲 画 、Backlund 
线 汇 和 Darboux 变换 


经 典 微分 几何 学 中 出 现 过 许多 很 有 意义 的 偏 微分 方程 ,著名 的 sine- 
Gordon 方程 就 是 首先 在 微分 儿 何 中 出 现 的 . 

19 世纪 出 现 了 非 欧 几何 学 ,接着 又 知道 了 欧 氏 空间 的 负 常 曲率 曲面 
能 够 局 部 地 实现 非 欧 几何 ,因而 对 负 常 曲率 曲面 的 研究 很 受 重视 ,在 研究 
中 出 现 了 sine-Gordon 方程 及 其 Bácklund 变换 . 一 个 负 常 曲率 曲面 对 应 
于 sine-Gordon 方程 的 一 个 非 零 解 ,而 Backlund 变换 给 出 了 从 一 个 负 党 
曲率 曲面 到 田 一 负 常 曲率 曲面 的 构 作 方法 ,以 及 从 sine-Gordon 方程 的 
一 个 解 到 另 一 解 的 作法 ,这些 都 是 很 有 意义 的 结果 .到 了 20 世纪 中 叶 , 方 
程 的 解 的 变换 在 孤立 子 理论 中 起 了 重要 作用 ,人 们 逐步 认识 到 微分 几何 
学 在 孤立 子 理论 中 的 意义 与 作用 . 

由 于 Bácklund 变换 是 由 完全 可 积 的 非 线 性 偏 微 分 方程 组 所 定义 的 ， 
所 以 除 一 些 特殊 情况 外 ,经 典 的 Backlund 变换 的 显 式 表达 式 一 般 是 难以 
写 出 的 !20, 68) .但 是 ,如 前 面 几 章 所 见 , Darboux 变换 是 得 出 显 式 解 的 有 
效 方法 .在 本 章 中 ,我 们 把 Darboux 变换 和 经 典 的 Backlund 变换 结合 
来 ,给 出 负 常 曲率 曲面 的 Bäcklund 线 汇 的 显 式 作法 ,并 将 证 明 ,知道 了 一 
个 负 常 曲率 曲面 后 ,通过 Darboux 变换 就 可 以 得 出 无 限 系列 的 负 策 曲率 
曲面 .我 们 还 讨论 了 Minkowski 空间 R' :中 的 常 曲率 曲面 和 推广 的 
Backlund 线 汇 的 情形 ,仔细 分 析 线 汇 的 类 时 、 类 空 的 各 种 情况 ,得 出 它们 的 
存在 定理 和 显 式 的 构 作 方法 . 特别 是 给 出 方程 Aa = sina 和 Aa = sinha 之 
闻 的 Backlund 变换 的 几何 意义 及 有 关 的 常 曲率 曲面 和 Backlund 线 汇 的 
EAF, UK R :中 Backlund 线 汇 的 完全 分 类 . 由 于 运用 了 Darboux 
变换 ,所 有 这 些 算法 都 代数 化 了 . 本 章 中 还 要 将 Darboux 变换 用 于 常平 均 
曲率 曲面 和 射影 空间 中 周期 4 的 Laplace 序列 的 显 式 构 作 . 本 章 的 另 一 
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要 点 是 指出 :在 众多 的 几何 问题 中 ,Lax 对 不 仅 是 辅助 工具 ,而 且 其 本 身 
有 明确 的 几何 意义 ,有 时 它 就 是 需要 研究 的 几何 对 象 . 用 这 个 思想 ,可 把 
许多 几何 对 象 的 构 作 化 为 纯 代数 的 (或 者 将 分 析 算 法 减少 到 最 低 程度 )， 
这 将 为 显 式 解 的 构 作 (特别 是 在 计算 机 上 运用 符号 运算 ) 提 供 系统 的 、 有 
限 步 的 算法 化 的 方法 . 

为 了 读者 方便 ,在 本 章 中 以 微分 形式 为 工具 ,叙述 欧 氏 空间 和 
Minkowski 空间 曲面 论 的 基本 事项 作为 准备 . 


$4.1 欧 氏 空间 R^ 曲面 论 的 基本 事项 


我 们 用 活动 标 架 法 叙述 欧 氏 空间 曲面 论 的 基本 事项 . 在 3 维 欧 氏 空间 
R 中 ,我 们 用 + 来 表示 点 的 位 置 向 量 ,其 长 度 为 + =| 7r| =v ty +æ. 
如 所 熟知 ,R’ rb B HEIL IE UN RRA) R 中 的 2 维 微分 流 形 , 它 
可 以 为 一 些 开 子 集 ( 称 为 曲面 片 ) 所 覆盖 ,每 个 曲面 片 都 和 平面 上 一 
个 连通 开 集 同 胚 , 具 有 参数 表示 7 = rlu, vw), 在 这 个 参数 表示 下 ， 


r= 25 (a—1,2) 构成 切 平面 的 一 组 基 , n — OS Hae 


[rn Xr, | 
位 法 线 向 量 , ir, rn, r, nak r AR AR. 曲面 局 部 理论 利用 参 
数 表示 讨论 曲面 片 的 性 质 , 它 是 曲面 整体 理论 的 必 不 可 少 的 基础 . 在 后 文 
中 讨论 局 部 理论 时 ,所 说 的 曲面 ,实际 上 是 指 曲面 片 .因为 产 , r 是 由 曲 
面 的 参数 表示 自然 产生 的 ,所 以 这 种 标 架 称 为 联系 于 参数 (wu , w ) 的 自 
RAR ,简称 自然 标 架 , 对 r, ra, n 进行 微分 ,然后 再 把 它们 写成 ra, n 的 
线性 组 合 , 就 得 到 曲面 的 基本 方程 


dr = du’r,, 
dr, = wr, Fœ n, (4.1) 
dn = wr, (a,b — 1,2), 


*) ”在 两 个 曲面 片 的 一 公共 区 域 中 ,参数 表示 (2, u) S (v! , vi) Z E E E A RT 
逆 的 转换 关系 只 一 名 (加 好) (a — 1, 2), I($, #)/a(ul, w^) #0. 
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XH oi. ws, ws 都 是 w I u^ 的 一 次 微分 形式 . 在 此 和 下 文中 ,上 下 相同 
的 指标 表示 和 式 , 和 号 D>) 被 略 去 了 . 
曲面 的 第 一 基本 形式 是 
I = d$ = dr. dr = g,dwdv, (4. 2) 
式 中 
Ba Ey i (4. 3) 
由 于 


所 以 ws 和 只 之 间 有 关系 
wi =— gam. (4. 4) 


记 
w, = by du’, (4. 5) 


由 dr 一 0 可 以 得 出 o A dx 二 0( 式 中 人 是 微分 形式 外 积 的 通用 记号 )， 
所 以 ba = bea, 二 次 型 


II —— dr .dz —— gaw, du? = b, du’ d! (4. 6) 


为 曲面 的 第 二 基本 形式 ,其 系数 为 


(4. 7) 


曲面 的 两 个 主 曲率 就 是 第 二 基本 形式 关于 第 一 基本 形式 的 特征 值 , 即 
det(5,, 一 8) 一 0 


的 两 个 根 . 由 于 第 一 基本 形式 正定 ,两 个 主 曲 率 均 为 实数 . 


wo 可 写成 
w, = r$ du", (4. 8) 


T’. 是 曲面 的 Christoffel 记号 ,又 称 为 Christoffel EX 2& 2523. H d’r = 0 
还 可 得 出 du* Aw, = 0, AMA ra= DP. 又 由 
Fa ° To = ge, ra * dr, + dr, + r, = dga, 


可 得 到 
dg, — Ea; 十 Bao; . 
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HERR ra= Tia 得 到 


c — a VELIT Igra _ Og. 
Pa = 25 er i Ju? Ju? ) (452) 


把 基本 方程 (4. 1) 式 进行 外 微分 ,得 到 (4. 1) 式 的 可 积 条 件 ,具体 地 说 UR] 
Hi dr = 0, 从 (4.1) 式 的 第 二 式 及 第 三 式 的 外 微分 ,得 到 


de tw Aw — ^c, (4. 10) 
do; tw, Aw, = 0. (4.11) 


(4.10) È 5 (4. 11) 式 分 别称 为 曲面 的 Gauss 方程 和 Codazzi 方程 . 
(4. 10) 式 的 左 方 常 记 为 


de +w A of = LRL dw ^ d, (4. 12) 
式 中 
9 9 
pecu c uM pep (4. 13) 
du‘ Ou 


称 为 黎 曼 曲率 张 量 , 它 是 由 第 一 基本 形式 系数 gs 及 其 到 二 阶 为 止 的 导数 
所 确定 的 几何 量 . 由 方程 (4.10) 式 、(4.4) 式 及 (4.5) 式 得 出 


FR du Midi Dd Keg hb da (4,14) 

因而 
R? a — = gr (bacbea m badbec à (4. 15) 

如 记 
Roa = gi RA , (4. 16) 

则 有 


Rua = by-Bad c baca , 


AH a, b, c, d BUB 1, 2. 实质 上 这 只 有 下 述 一 个 式 子 , 即 


Rin = by by 一 bi , (4. 17) 
这 是 Gauss 方程 的 另 一 种 写法 . 这 个 方程 还 可 以 写成 为 
二 (4. 18) 


E£ugm —8n Bn B22 — gr 
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K 称 为 曲面 的 总 曲率 或 Gauss 曲率 . (4. 18) 式 的 左 方 由 第 一 基本 形式 所 
确定 ,在 Gauss 以 前 ,K 是 由 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 的 系数 共同 确 
定 的 ((4. 18) 式 的 第 二 等 号 ). (4. 18) 式 的 第 一 等 号 是 有 名 的 Gauss 定理 ， 
它 说 明 曲 面 的 Gauss 曲率 实际 上 可 以 由 曲面 的 第 一 基本 形式 定 出 来 . 由 
第 一 基本 形式 就 能 确定 的 曲面 的 性 质 称 为 曲面 的 内 冀 几 何 学 . 

综 上 所 述 , 对 于 给 定 的 一 个 曲面 $, 它 的 第 一 第 二 基本 形式 必定 满 
ke. Gauss-Codazzi 方程 . 反之 ,如 果 已 给 两 个 微分 形式 T= ga dw du'(a, b 
—1,2, ga NIE), II = b, du^ dw! , 并且 Gauss-Codazzi 方程 成 立 , 则 必 
定 存在 一 个 曲面 片 , 它 以 I 和 II 为 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 . 这 种 
曲面 片 在 一 个 单 连通 区 域 中 除 一 等 长 变换 (运动 及 反射 ) 外 是 唯一 确定 
的 . 这 就 是 曲面 的 基本 定理 , 事实 上 ,此 曲面 片 r 二 +r (u, v) 是 从 解 线性 方 
程 组 (4. 1) 式 而 确定 的 ,但 由 于 (4. 1) 式 的 可 积 条 件 就 是 Gauss-Codazzi 方 
程 ,所 以 (4.1) 式 是 完全 可 积 的 ,因而 上 述 基本 定理 成 立 . 

ri, rn 可 以 用 它们 的 线性 组 合 来 代替 . MRM e, e 为 ri ,ri 的 线性 
组 合 , 且 e, e 是 相互 正 交 的 单位 向 量 ,那么 tr，e ，e ,zj 构成 曲面 在 
点 的 正 交 标 架 . 这 时 ,曲面 的 基本 方程 可 写 为 


dr = o*e,, 
de, = we, twin, (4. 19) 

dn 一 wse,. 

这 时 ,w Mo, 之 间 应 有 下 述 关系 式 : 
do^ +a, Aw —0 (a,b=1, 2), (4. 20) 
wi tw =0 (i,j =1, 2, 3). (4, 21) 


we (a, b 一 l, 2) FH (4. 200) A Ws + ot = 0 唯一 确定 . 在 正 交 标 架 下 ， 
Gauss-Codazzi 方程 化 简 为 下 列 形式 : 


dw, = ws A wi (4, 22) 
dw, +a, A wa = 0. (4, 23) 

特别 是 , Gauss 方程 还 可 写 为 
do; = Rino! Aw = Ko! Nw. (4. 24) 
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在 后 文中 ,我们 的 讨论 以 正 交 标 架 为 基本 表达 工具 . 在 我 们 的 叙述 
中 ,不 规定 标 架 {e e, n) ARI, Bl n 可 以 用 一 n 代替 . 


$4.2 负 常 曲率 曲面 .sine-Gordon 方程 和 Backlund 变换 


4.2.1 sine-Gordon 方程 与 R? 中 负 常 曲率 曲面 的 关系 120, 58) 


设 S 为 欧 氏 空间 RO 中 的 负 常 曲率 曲面 , 即 K 为 负 常 数 的 曲面 ,通过 
曲面 S 的 相似 变换 ,不妨 取 KK —— 1. 取 曲 率 线 为 坐标 曲线 并 作 相 应 的 正 
交 标 架 , 即 取 曲 率 线 的 单位 切 向 量 为 e ，e ,这 时 记 


dr = 2 du 十 € = Adue, + Bdve; , (4. 25) 
PS Adr; a Bde. (4. 26) 
曲面 的 第 一 基本 形式 为 
ds! = A? du? + Bède? , (4. 27) 
第 二 基本 形式 为 
II = k A! d! +k, B'dv! = ki (e Y ih(w)’, — (4.28) 


式 中 心 , ko EEX, Gauss 曲率 K ( —— 1) 是 它们 的 乘积 . 25 — 25 H, A 
(4. 6) 式 可 知 第 二 基本 形式 


II = wie! +a’. (4. 29) 
与 (4. 28) 式 比较 ,得 到 
w = khe! =k Adu, w = kw = kBdv. (4. 30) 
再 由 (4. 20) X 
do^ +a, A w =0 
定 出 
qi =— wi nic dq quB qu. (4. 31) 


B A 
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从 Codazzi 方程 
dej tw, A^ wl —0 
得 到 
(ki A), = k,A,, 
Bp 
(kı —k:)A, +k A = 0. (4. 32) 
因为 K = kik: 一 一 1, Š k = tan, kz —— cot 4 (0 <a < n), 就 有 
ki — k, == 1 è 
sin -2-cos 2- 
2 2 


代入 (4. 32) 式 得 到 
(log A), — (log cos) = 0, 


所 以 
A= cos U(u), 


同 理 可 得 
B= sin V(v) , 


这 里 U(x) ，V(z) 分 别 是 x, v RŽ. $ du; = U(u)du, dv = V(v)dv, 
从 而 得 到 新 的 参数 u, m , 仍 记 它 们 为 u,v, 这 样 就 有 


a eani NE 
A= cos, B sin, 
w = cost zdu, w = sinc $ dv, 
w = sin -du, w =— cos dv, 
2 (4. 33) 


3 («du +a,dv) —— w;. 


2 
i 

代入 Gauss 7j f£ (4. 10) 式 ,得 
de) = w A ws = kikzw Aw ——w Aw, 


于 是 得 到 
Qu, 一 av = Sina. (4. 34) 
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这 就 是 sine-Gordon 方程 ,这 时 所 引进 的 坐标 称 为 Chebyshev 坐标 ,相应 
的 标 架 称 为 Chebyshev 标 架 !20] ,容易 验证 ,这 时 Codazzi 方程 是 成 立 的 ， 
因而 由 曲面 基本 定理 得 知 : 

定理 4.1 对 于 sine-Gordon 方程 (4. 34) 式 的 任 一 解 a (0 — a — x), 
依据 (4. 33) 式 可 通过 求解 曲面 的 基本 方程 ,作出 一 个 负 常 曲率 曲面 . 

注意 ,在 Chebyshev 坐标 下 ,曲面 的 第 一 基本 形式 为 


ds? = cos’ J au! + sin? Fae’ ; (4. 35) 


第 二 基本 形式 为 
II = cos sin (du? — dv’), (4. 36) 


由 此 可 见 ,两 系 渐 近 曲 线 是 实 的 , 且 du: dv = 1: +1 CHM RR 2X7 
向 ,这 两 个 方向 的 夹 角 的 余弦 是 


cos0 = cos? 2 — sin? » = cosa. (4. 37) 
所 以 a 的 几何 意义 为 曲面 的 两 根 渐 近 曲线 的 夹 角 . 
以 下 先 作 几 点 说 明 : 


注 4.1 用 上 述 方法 所 作出 的 曲面 实际 上 是 一 个 曲面 片 , 也 就 是 说 ， 
定理 4. 1 是 一 个 局 部 性 的 结果 . 另 一 方面 ,经 典 的 Hilbert 定理 说 明 ,在 
R 中 不 存在 完备 的 负 常 曲率 曲面 (44j， 这 里 说 一 个 曲面 完备 的 意思 是 : 
作为 一 个 2 维 的 开 流 形 , 曲 面 上 的 任 一 测 地 线 都 可 无 限 延 长 (包括 有 周期 
性 和 自身 相交 ). 

注 4.2 对 正常 曲率 曲面 ( 非 球面 ) ,也 可 有 相应 的 Chebyshev 坐标 ， 
此 时 


w 一 cosh 2 du, w 一 sinh -7 dv， 
wi 一 sinh 2 du, wo, = cosh 了 du， (4. 38) 


oi =— = X C a du + ado). 


曲面 的 构 作 依赖 于 求解 负 sinh-Laplace 方程 


Aa —— sinha, (4. 39) 
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其 证 明 与 负 常 曲率 的 情况 相 类 似 ， 

注 4.3 在 sine-Gordon 方程 或 负 sinh-Laplace 方程 的 解 已 知 的 情 
况 下 , 求 作 负 常 曲率 或 正常 曲率 曲面 ,需要 求解 曲面 的 基本 方程 ,这 是 一 
个 线性 的 完全 可 积 的 偏 微 分 方程 组 , 解 的 存在 性 和 作法 归结 为 求解 常 微 
分 方程 组 ,但 这 时 要 想 作 出 显 式 表达 的 解 仍然 是 相当 不 容易 的 事 ,所 以 尽 
可 能 多 地 作出 显 式 解 仍然 是 一 个 很 有 意义 的 问题 . 下 面 Darboux 变换 正 
好 为 此 提供 一 个 有 效 的 方法 . 


4.2.2 伪 球 线 汇 


线 汇 起 始 于 对 光线 的 折射 和 反射 的 研究 ,在 空间 中 依赖 于 两 个 参数 
的 直线 族 构 成 一 个 线 汇 ,例如 曲面 的 法 线 全 体 构成 一 线 汇 , 称 为 法 线 汇 ， 
一 般 来 说 ,给 定 一 个 线 汇 , 它 的 直线 全 体 并 不 一 定 能 垂直 于 某 一 曲面 , 即 
不 一 定 是 法 线 汇 . 
一 般 的 线 汇 (局 部 理论 ) 可 以 用 下 述 方法 表述 : 设 S 是 一 张 曲面 ,其 表 
X — X(u, v). 
在 曲面 上 每 一 点 ,给 定 一 个 单位 向 量 Elu, v), E 
Y(u, v, A) = X(u, v) +a (u, v), (4. 40) 


4(u, v) 给 定 ,4 变化 时 ,Y 描绘 一 条 直线 ,因而 了 可 表示 依赖 于 两 个 参数 
(x，z) 的 一 个 直线 的 集合 , 即 线 汇 ,曲面 S 称 为 参考 曲面 . 显然 ,一 个 线 汇 
的 参考 曲面 的 选取 是 相当 任意 的 . 线 汇 中 通过 参考 曲面 S$ 上 的 一 条 曲线 
C 的 直线 全 体 构 成 一 直 纹 面 . 设 C 的 方程 为 x = u(t), v= v(t), 代入 
(4. 40) 式 就 得 到 此 直 纹 面 的 方程 ,其 中 i, 是 此 直 纹 面 的 参数 . 在 一 定 条 


件 下 ,此 直 纹 面 会 是 可 展 曲面 , 即 如 果 存在 4 = (2) 使 得 宇和 同方 向 ， 


则 此 直 纹 面 是 可 展 曲面 ,曲线 Y(u, v, A) =Y (u(t), v(t), A(t) MEK 
可 展 曲 面 的 为 线 ( 锥 面 和 柱 面 也 是 可 展 曲面 ,这 时 为 线 退 化 为 一 点 或 在 
“无 限 远 处 ”). 这 时 


Y =¥(z) = X(u(t), v(2)) -AQ)&QuG), v(t), 


而 
dY _ dX | d dg _ 
dt — dq A) d 5e 
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WEE, SX, as vage 因此 , 直 纹 面 为 可 展 曲面 的 充 要 条 件 是 一 ul), 
v — v(t) 满足 
de (8X, a ¿)= o. (4, 41) 


这 个 条 件 的 微分 形式 是 
det( X,du + X,dv, &,du+€&,dv, £) = 0. 
可 把 它 写 作 
Ad + 2Bdudv+ Cdr? = 0. (4, 42) 
这 是 关于 du: dz 的 二 次 方程 ,在 B! 一 AC > 0 的 条 件 下 ,(4. 42) 式 关于 
du : dv 有 两 个 不 相等 的 实 根 ,对 应 于 两 张 可 展 曲面 . 因而 对 于 线 汇 中 的 任 
一 直线 ,有 两 个 可 展 曲面 通过 它 . 

一 般 的 可 展 曲面 由 空间 曲线 的 切线 所 生成 ,所 以 在 BB 一 AC > 0 BY 
情况 ,对 线 汇 中 每 一 直线 ,两 张 可 展 曲面 各 有 一 条 为 线 和 它 相 切 , 切 点 称 
为 焦点 ,焦点 的 轨迹 形成 焦 曲 面 , 焦 曲面 也 是 由 刃 线 所 构成 ,所 以 线 汇 可 
看 成 由 这 两 张 焦 曲 面 的 公 切 线 的 全 体 所 构成 . 

我 们 只 考虑 B' — AC > 0 的 情形 , 设 S, S* 为 一 线 汇 的 两 张 焦 曲 
面 ,PP* 是 线 汇 的 直线 ,它们 是 两 焦 曲 面 的 公 切 线 ,P 和 P* 分 别 是 切 
点 ,使 点 P 和 P* 相对 应 ,就 得 到 曲面 S 到 S* 的 对 应 , 按 几何 学 的 传统 
术语 ,这 一 对 应 称 为 曲面 S 到 S* 的 Laplace 变换 (不 同 于 分 析 中 函数 的 
Laplace 变换 ). 

设 n 和 n* 分 别 是 曲面 S 在 点 P 与 曲面 S$* 在 点 P* 的 单位 法 向 量 ， 
iun, n* WHAT, PP* 是 S 和 S* 的 公 切 线 ,其 距离 为 1, 即 


n*n* = cosr, (4. 43) 
d pp* = L, (4. 44) 
3 r,，! 均 为 常数 时 (125 0, sinc Æ 0), 称 此 线 汇 为 伪 球 线 汇 . 
对 于 伪 球 线 汇 ,有 下 述 定理 : 
定理 4.2(Bicklund 定理 ) W S, S* AR’ 中 一 伪 球 线 汇 的 两 张 焦 
曲面 , 记 对 应 点 之 间 的 距离 为 常数 1(l 关 0), 对 应 法 线 之 间 的 交角 为 常数 
t (sinc Æ 0), 则 这 两 张 焦 曲 面 S 和 S* 有 相同 的 负 常 数 Gauss 曲率 K, 
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H K =— sin r/ť. 

由 此 定理 可 知 S，S$* 都 是 负 常 曲率 曲面 (又 称 伪 球 曲 面 ) ,这 就 是 伪 
球 线 汇 名 称 的 由 来 . 伪 球 线 汇 又 称 Backlund 线 汇 . 

证 明 记 S 上 的 一 般 点 为 P, 其 位 置 向 量 为 r(w, v), P 的 对 应 点 为 
P* ,其 位 置 向 量 为 r* (u, v),PP* 是 S 和 S* 的 公共 切线 ,其 单位 向 量 为 
e , 取 S 的 正 交 标 架 {IP, e, e,nl,S* 的 正 交 标 架 {P* , ef, ez, n* |} ,这 
HB ef= e. 按 假 定 


r* —r-le,, (4. 45) 
ej = cos re; 十 sin cn, 
(4. 46) 
n* —-— sin ce; 4 cos cnt. 
S fI S * 的 基本 方程 分 别 为 
dr = e*e,, 
de, = ole, tw.n, (4. 47) 
dn = w3e. , 
和 
dr* = w**ei, 
dex = wf'ei--win*, (4. 48) 
dn* = wy’ ež 
从 (4.45) 式 一 (4. 48) 式 得 
dr* = w’e, 十 /de 
= (w° 十 loi)e. 十 loin, 
= w**e* = w% e +w” (cos re; + sin rn), 
因而 
wo” =o, wo =o! (4. 49) 


成 立 . 改写 (4..45) 式 和 (4. 46) 式 ,使 r， €; , €» 由 F, ei , e^ 表示 出 来 ,就 有 
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w 一 wits (4, 50) 
HH (4. 46) 式 和 (4. 48) 式 得 
dež = cos r(w,e; + win) sinr(we + wez) 
一 ce et + wn* 


= wet + w% (— sin re; + costr), 


因而 
*3 _ 3 
w 2 Wo. 
S* 的 Gauss 曲率 K* 由 
doti = oT A ot —— K* w” Aw” (4. 51) 


所 决定 . 记 w= ws = bw co , 则 
oT N w= Sar, A (— bw’) =b t) ^ vw. (4. 52) 
335—735 Hi, Bl e$ Aw — O 可知 具有 形式 
w? = aw! + bw? 9 
所 以 


w Aw = Fo! fea = + onus ^ o". (4. 53) 


将 (4. 52) 式 、(4. 53) 式 代入 (4. 51) 式 就 得 出 K* = 一 ae 同 理 得 


:2 
K Eta T TREE. M 


4.2.3 Bäcklund 变换 !20] 


由 定理 4. 1 可 知道 ,从 sine-Gordon 方程 的 任 一 解 a (a 22 0) , 可 作出 
一 个 相应 的 负 常 曲率 曲面 ;又 从 Backlund 定理 得 知 , 伪 球 线 汇 的 两 张 焦 
曲面 是 具有 相同 的 负 常 曲率 的 曲面 . 这 两 张 焦 曲 面 对 应 于 sine-Gordon 
方程 的 两 个 解 .但 Backlund 定理 的 上 述 证 明 并 不 能 说 明 Backlund 线 汇 
的 存在 ,也 不 能 具体 地 给 出 从 一 个 已 知 的 负 常 曲率 曲面 出 发 构 作 一 个 新 
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的 负 常 曲率 曲面 的 方法 ,所 以 还 需要 作 进 一 步 的 论述 . 
我 们 假设 负 常 曲率 曲面 S 为 已 知 ( 不 妨 设 天 三 一 1), 现在 要 构 作 以 S 
为 焦 曲 面 的 Backlund 线 汇 和 另 一 焦 曲面 S*. 


i S 的 Chebyshev 标 架 为 (r，el e, n), ii 

r* — r-- le — r-- l(cos Ge; + sin 0e;) (4. 54) 
是 曲面 S 到 S* 的 变换 ,P, P* 分 别 相 应 于 r, r* ,是 S 和 S* 上 的 对 应 
点 ,我 们 要 求 连 线 PP* 构成 伪 球 线 汇 ,e 或 9 是 待 求 的 . KS 相应 于 


sine-Gordon 方 程 的 解 ,对 (4. 54) 式 微分 ,利用 Chebyshev 标 架 下 的 公式 
(4. 33) 式 , 则 有 


dr* = dr 十 l(cos Odei + sin 0de; ) + 1(— sin ĝe, + cos Oe, )d0 


= | cos 5 du — [sin 0d0 — lsin o( Zdu + Adv) ke 
: a Ay Qu 
十 | sin. dv + lcos 0d0 + lcos o( Zdu 十 X) Je 


4 | sin cos 0du — lcos 5 sin adv |n. (4.55) 


因为 S* 在 P* 点 的 单位 法 向 量 n* 和 的 交角 是 常数 rc，PP* 和 
S* WF P* ,所 以 


* 


n* = sin rsin Ue, — sin rcos Ge, + cos cn. (4. 56) 


由 于 n* 是 S* 的 法 向 量 , 它 还 必须 满足 dr*. m ”= 0, 这 就 得 出 
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lsin rd@ — sin (coss sin ĝdu — sin cos adv) 


2 2 


+ sin c( du + Sdv)— Lcos r(sin-$-cos 0du (4. 57) 


— cos 2 sin dv ex 


如 果 这 样 的 0 能 构 作 出 来 , 则 PP* 就 构成 一 个 伪 球 线 汇 ,由 
Backlund ZHAK = K* —— 975, 不 妨 令 1 一 sine, 又 记 0 一 wm/2, 则 


diss 4 (du + 24d). 又 因为 (4. 57) 式 对 任意 du : dv 成 立 , 我 们 可 以 


把 它 改变 为 偏 微分 方程 组 的 形式 ,这 样 就 得 到 


Tsin (22 + a) = sin 085 十 cos reos sin, 
Hcr UNE (4. 58) 
dar | 9a 


1 . 
zsinr( Ju d 


2 


J-- cos sin — cos rsin% cos 
2 2 2 2t 


这 个 方程 组 就 是 sine-Gordon 方程 的 Bäcklund 变换 的 原始 形式 . 如 
果 把 它 看 成 a 的 偏 微分 方程 组 ,其 可 积 条 件 就 是 sine-Gordon 方程 


Qu, — Qv, = Sina, 


它 是 已 经 成 立 的 ,因而 解 a 存在 ,并 且 在 一 点 (x ，w) 给 出 了 a 的 值 
ej (0 «ai, <x), (4. 58) 式 关于 a 的 解 是 唯一 存在 的 . 又 利用 
as = avw ,我 们 得 知 w 也 满足 sine-Gordon 方程 . Ma Bai 的 这 种 变换 ， 
称 为 sine-Gordon 方程 解 之 间 的 Backlund 变换 . 从 而 得 到 如 下 定理 : 

定理 4.3 SER 中 一 个 具有 人 负 常 曲率 kK 的 曲面 , 氏 王 一 sin2 2 , 
HH Z, sinr 均 为 非 零 常数 ,又 给 定 任意 的 单位 向 量 ee €. Tp (M), 它 不 
是 一 个 主 方向 , 则 存在 唯一 的 一 张 Gauss 曲率 为 — sin^c/P 的 曲面 S* 
及 以 S 和 S* 为 焦 曲面 ,i, zr 为 参数 的 伪 球 线 汇 , 且 以 e 为 线 汇 中 一 条 直 
线 的 方向 向 量 . 

这 个 定理 也 可 使 我 们 知道 存在 着 大 量 的 伪 球 线 汇 . 

在 微分 几何 中 ,曲面 S* 称 为 曲面 S 的 Backlund BRM. 对 于 S* ,可 
以 把 (4. 55) 式 写成 
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dr* = A* duet + B* dve? (4. 59) 


的 形式 . 我 们 还 要 证 明 ,S 的 Chebyshev 坐标 (u, v) 同 时 还 是 S* 的 Cheby- 
shev 坐标 . 因为 e% , ez 为 单位 向 量 ,利用 (4. 48) 式 和 (4. 55) 式 ,就 可 得 到 


a Ql Qa: Ql 
er = (cos coss — cos rsin sin^ Je, 


2 2 2 2 


a .a . a a : - a 
+ (cos sins 十 cos rsin- co^ Je; + sin cesinz—n, (4.60) 


2 2 2 2 2 
人 1 
e; (sin 2 COS 2 十 cos rcos 7 sin 2 Je 
eae UE ee El a a 
+ (sin 7 sin 2 COS TCOS 7 cos 7 je sin rcos 7 n. 
从 而 
wi 一 cos du, " = sin dv. (4. 61) 


IR (4. 56) 式 计算 dn*, 把 它们 分 解 为 ef 5 ez WAM, Bathe EDU IR. 
直接 的 运算 , 则 得 出 


(4. 62) 


(4. 62) RI (4. 33) 式 虽然 差 一 符号 ,但 n* 可 以 用 一 n* RS UGA: 
定理 4.4 设 S* 是 负 常 曲率 曲面 S 的 Bicklund 变换 , 若 (u, v) 是 S 
的 Chebyshev 坐标 , 则 它 也 是 S * 的 Chebyshev 坐标 . 


4.2.4 Darboux 变换 [34 
前 一 段 的 讨论 已 使 我 们 明确 , 设 a 为 sine-Gordon 方程 的 解 ,S 是 它 
相应 的 负 常 曲率 曲面 ,如 果 mm 是 (4. 58) 式 的 解 , (4. 54) 式 就 是 S 的 


Backlund 变换 的 显 式 表达 式 , 式 中 0 = a1/2. 为 了 最 终 得 到 S* 的 显 式 
表达 式 , 还 必须 有 的 显 式 表 示 . 为 此 ,我们 要 运用 Darboux 变换 . 首先 
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引入 参数 
ud v u—v 
f= 2^ 0-755 (4. 63) 
方程 (4.58) 式 化 为 形式 
(ai ta); = 2Bsin?! 27 
(4. 64) 
(a —a),= gu +e, 
式 中 
p= +t x0, (4. 65) 


而 sine-Gordon 方程 化 为 它 的 另 一 形式 
Gg, = Sina. (4. 66) 


在 第 1 章 中 已 叙述 了 sineGordon 方程 的 Darboux 变换 ,为 了 读者 
方便 ,在 此 再 叙述 一 下 , 若 知 a 为 其 一 解 , 相 应 的 Lax 对 


di 
®, = o, 
p c (4. 67) 
mon 1 os sin a | 
£ 4A|sina — cosa 
为 完全 可 积 . TVA EB A ($ 0 ) 是 Lax 对 (4 67) 式 的 一 个 列 向 量 解 ， 
$a) \ 4 dps pv & 72 ig 
M y a ) 是 Lotion — a I RR ER ("he 是 


Lax 对 (4. 67) 式 的 谱 参数 为 的 一 个 列 向 量 解 ,从 而 B(4) 可 以 取 为 


$0) #(—A) | 


4. 68 
(A) 一 各 (二 24) moy 


®(A) = | 
的 形式 . 


hi 
PRIN FE A= A. 40, K f E Lax 对 (4. 67) 式 相应 于 4 = 二 的 一 个 
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列 向 量 解 . 可 取 
hi = $i) T 5$&(—-2a), h: = $2 (ài) —b&(—-A), 
—h; 
这 里 b 是 常数 . 由 上 面 的 论述 可 知 ， | | 是 Lax 对 (4. 67) 式 的 相应 


A 一 一 Al 的 列 向 量 解 . 令 


hi = h, 
H = : 
h: hi 


则 det H = hi +h}. RE 


hy 
" [REFAH h, h, 不 会 同时 为 0( 由 线性 
Ji FEARS PE RAD ha, hs 如 在 一 点 为 0, 则 hi = h: 三 0 处 处 成 立 ). TERRE 


A 0 


jt 
0 = Ài 


NE pln Zh hy 


hi th, | 2hyh, kk 
cs, Ay LZ 20 (4. 69) 
ite 2g —1-Fe 
Det sins 
2 2 
= Ai 5 
did m d 
2 2 
在 此 我 们 记 
o 一 LER g = 4tan ca， (4. 70) 
hi 
CE So . 9 _ 20 4 71 
cos; Tyo? sin, Dr (4. 71) 
阵 
D(a) =al—S (4.72) 


称 为 Darboux EE , 它 具 有 如 下 的 性 质 : 令 


® (A) = DQ)9(1), (4. 73) 
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则 d (4) 可 满足 Lax 对 (4.67) 式 ,但 a 须 换 为 适当 的 wai ,这 在 第 1 章 中 已 
叙述 过 ,但 也 可 以 由 直接 的 计算 证 明 . 由 

$,, 一 一 SG 十 (MT 一 S)G， 


= |-s+Gr-s | 
are t] 


a, =A 


à —a2 

= (AI — S)@ 
a, 2 A 

及 det B(A) #0, 得 


A ud 
-sar-s) | 


a, 一 从 
从 — a, 
一 à (AI — S). 


比较 两 端 4 的 各 次 的 系数 ,可 以 见 到 x 项 是 恒 等 的 ,4 的 一 次 方 项 相等 得 出 


i — 2; —— asin’, (4. 74) 
由 4 零 次 方 项 相等 得 到 
aj 4. aA (4. 75) 
用 同样 方法 考虑 Lax 对 中 关于 & 导数 的 部 分 , 则 得 出 
Q1 = a, (4. 76) 
l . a—a 
be = sint (4.77) 


取 B =— 5, (4. Ty s Ge 77) 式 就 得 到 (4. 64) 式 ,这 就 是 说 ,已 经 给 
了 偏 微分 方程 组 (4. 64) 式 的 显 式 解 ,给 出 a HERRAR, (D, a)> 
(D, a ) 称 为 Darboux 变换 . 注意 到 cos% ; sin S FT EA Bt cos, sin T 
以 代数 式 表达 ,所 以 Backlund 变换 可 以 由 ee ee 


定理 4.5 Ha ——— , Darboux 变换 (@6, a) (4, a ) 所 给 出 的 解 
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a; 正好 是 Backlund 变换 方程 (4. 64) 式 的 解 . 

由 此 就 得 到 负 常 曲率 曲面 S* 的 显 式 作法 如 下 : 

定理 4.6 设 a 为 sine-Gordon 方程 的 一 个 解 (0 — a — 7), OHH 
Lax 对 的 基本 解 ,S 为 相应 的 负 常 曲率 曲面 (由 Chebyshev 坐标 表示 ), 则 
可 由 Darboux 变换 得 出 sine-Gordon 方程 的 一 个 新 解 wm ,而 变换 (4. 54) 
AAE T a 所 相应 的 负 常 曲率 曲面 . 

根据 以 上 定理 ,我 们 可 以 把 sine-Gordon 方程 的 一 个 解 a H Lax Æ 
本 解 o 以 及 相应 的 用 Chebyshev 坐标 表示 的 负 常 曲率 曲面 S 作为 出 发 
点 ,运用 Darboux 变换 和 Bácklund 变换 (4. 54) 式 ,用 代数 算法 得 到 一 系 
列 的 负 常 曲率 曲面 . 这 个 过 程 可 以 表示 如 下 : 


Tx 对 的 解 8 一 (a， $1)— (az, 4$») — 


HUBS. Je 19* £x See e 


在 以 上 过 程 中 ,a BOS 和 到 S BJBSA BUSLEJ “>” SE OK 2E SA 
积 偏 微 分 方程 组 ,而 其 余 的 “>” 都 是 代数 算法 . 这 里 代数 算法 可 以 包括 求 
指数 函数 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 在 内 ,但 在 作曲 面 的 Backlund 变换 时 ， 
只 需要 cos > ， sii ,它们 都 可 以 用 o 和 cos 2 , Sin 3 的 代数 式 表示 , 因 
而 算法 是 纯 代 数 的 . 

4.2.5 ij 


我 们 从 a = 0 出 发 ,通过 Darboux 变换 作 sine-Gordon 方程 的 解 . 这 时 


因而 基本 解 


取 \) 王 和 ,代入 (4.70) 式 得 


E 
o = be “17 m, 
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为 方便 计 , 取 2 二 1, 得 


a; = 4tan 'g = 4tan ? (e Pag ). 
Darboux 阵 取 形式 
(A +A, tanh y) — A, sech y 
D(a) = | 
—Aisechy (A — A, tanh y) 
式 中 
d 
ey E eur 
Y 1 DA, 
D(A) = D(A) BA) 
(A +A, tanh yeti — Ji sech ye" 5 
— Àisech ye" (A — A, tanh pe^ 
24 A — A, 时, 取 l 
$i (Ac) = (àz Hài tanh y)e az , 
$z (Az) = (— ài sech yea, ; 
(A; + Ai tanh y)eru + b(— à sech y)e^ a, 
得 到 新 解 , 
az = 4tan lc — a. 


男 一 方面 ,对 a= 0, 解 曲 面 基本 方程 


dr 二 el du, de, = 0, de; —— ndv, dn = e;dv, 


r=(u,0,0), e& =(1, 0,0), 

e, = (0, cosv, sinv), n = (0, sin v, — cos v). 
这 时 所 得 到 的 并 不 是 一 个 曲面 ,而 是 一 条 直线 以 及 沿 直 线 的 两 个 参数 标 
架 族 ,但 由 于 基本 方程 满足 , 仍 可 以 此 为 出 发 点 来 构 作 负 常 曲率 曲面 . 在 
当前 情况 下 : 


第 4 章 常 曲率 曲面 .Backlund Zi X) Darboux 变换 149 


0 一 a = 2tan !o, 
cos 0 =— tanh y, sin@= sech y. 


依 (4. 54) 式 ,曲面 S * 的 方程 为 


r* 二 了 十 1(cos Se, + sine: ) ， 


zı = u— ltanh y, 
z = lsech ycos v, 
Za = [sech ysin v, 


— 4), 
1+ 441 
这 里 7 应 看 成 为 (u,v) 的 函数 . 
为 作 第 二 曲面 S** ,应 将 eT, e£ IB, H (4. 600 X a = 0, WA 


(= 


Q1 。 Qi 
ei = cose; +sin—e,, 


2 2 


x — ， Qı Ql 。 
€; = cOST|SIn—€; —COS--€ |-sinrhn. 


2 2 
从 而 可 见 ,第 二 张 曲 面 的 方程 为 


re 


4), ad 2 NE 4), Q2 x . az r) 
iba (ge tinge) Ta age (coger + sin €? |. 


这 些 负 常 曲率 曲面 可 以 用 计算 机 描绘 出 来 . 在 文献 [64] 中 , 附 有 一 些 
已 知 的 负 常 曲率 曲面 (及 其 他 有 趣 的 曲面 ) 的 图 像 . 


= ue; 一 


$4.3 Minkowski 空间 R^ 1 的 常 曲率 曲面 和 伪 球 线 汇 


4.3.1 Minkowski 空间 R? :中 曲面 的 基本 事项 
Minkowski 空间 R^ :和 欧 氏 空间 R 一 样 ,是 平 直 空间 ,其 中 向 量 1 有 
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三 个 坐标 L, hk, h ,人 不同 的 是 ,两 个 向 量 l(h, b, ) 和 mm, , m, m) 
数量 积 的 定义 是 


l- m= lm, t lm; — lm, (4. 78) 
而 向 量 1 的 长 度 平方 Po pun (3985 
不 是 正定 的 . 根据 的 符号 , 非 零 向 量 可 分 为 三 类 : 

P0, 类 空 ; 

P0, 类 时 ， (4. 80) 

P=0, 类 光 . 


类 光 的 向 量 组 成 一 个 光 锥 二 十 如 一 人 5 = 0; 类 空 的 向 量 指向 光 锥 的 外 部 ; 
类 时 的 向 量 指向 光 锥 的 内 部 ,类 时 和 类 光 的 向 量 还 依 S 的 正 负 ,分 别称 
为 指向 未 来 和 指向 过 去 . 与 类 时 向 量 正 交 的 向 量 总 是 类 空 的 ,与 类 空 向 量 
正 交 的 向 量 有 类 空 的 ,有 类 时 的 ,也 有 类 光 的 . 类 光 的 向 量 与 目 身 正 交 ,与 
它 正 交 的 向 量 还 有 类 空 的 向 量 ,它们 所 成 的 平面 包括 类 光 向 量 本 里, 是 光 
锥 的 切 平面 . 

RAN A(z, y, z) 可 以 用 它 的 位 置 向 量 r 表示 ,r 依赖 于 原点 的 选 
取 ,r 只 表示 这 个 点 和 原点 的 相关 位 置 ,而 原点 又 可 任意 改变 ,所 以 我 们 
不 需要 关注 r 的 类 光 、 类 时 和 类 空 . 在 狭义 相对 论 中 ,空间 和 时 间 统 一 在 
一 个 4 维 的 Minkowski 时 空中 ,我 们 研究 R^ 的 几何 学 ,有 利于 了 解 相 
对 论 中 的 时 空 ,而 类 时 、 类 空 和 类 光 等 术语 ,就 是 从 相对 论 中 产生 的 . 

在 R”! 中 的 曲面 ,照样 可 以 定义 法 线 向 量 n: 当 nn 为 类 时 向 量 时 , 曲 
面 的 切 平面 上 的 所 有 向 量 为 类 空 ,曲面 称 为 类 空 的 ; 当 于 为 类 空 向 量 时 ， 
曲面 称 为 类 时 的 . 曲面 的 切 平面 上 的 向 量 有 类 空 、 类 时 、 类 光 三 种 . 此 外 还 
可 以 有 类 光 曲 面 ,法 线 为 类 光 的 , 它 位 于 切 平面 上 . 也 还 有 混合 型 的 曲面 ， 
它 是 连通 的 ,但 包括 类 空 、 类 时 及 类 光 的 部 分 . 本 书 中 只 讨论 类 空 的 和 类 
时 的 曲面 .和 了 Rs: 的 情形 一 样 ,借助 于 单位 正 交 的 标 架 (r, e, e2, n) ,可 以 
写 出 曲面 的 基本 方程 : 

r—we,, 


de, = wie, Fon, (4. 81) 


dn — W3 €a. 
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相应 的 可 积 条 件 为 : 
dw +a, Aw —0, w Aw =0, 
do; +a? A wf =—w Aw, (Gauss 方程 )， 
dw, tw, Aw, =0 (Codazzi Jj f£), 


但 必须 区 分 曲面 为 类 时 或 类 空 的 情 祝 . 
(1) 类 空 曲面 
我 们 选择 正 交 标 架 {P, e, e, nj ,这 时 


则 有 


曲面 的 第 一 基本 形式 为 
I= dr * dr = (w Y + (w^) = gao^w, 
这 里 
£u = £z =l, grv = gn = 0. 


此 时 仍然 可 令 ， 
"i = baw" (bac = Ou ). 


而 曲面 的 第 二 基本 形式 为 
II =— dr * dn —— wiw’ =— b,.w*w'. 


Gauss 方程 为 


1 3 
dof = iRLe Not =— A 


—— (babes — bab)! Nu, 


同 以 前 一 样 ,这 实质 上 只 有 一 个 等 式 : 
Rin; 一 一 (bu bj 一 biz) (Rinz 一 Raz ). 
Gauss 曲率 的 内 在 定义 为 
Rin 


K = 一 = Rin. 


811822 m 
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(4. 82) 


(4. 83) 


(4. 84) 


(4. 85) 


(4. 86) 


(4. 87) 


(4. 88) 


(4. 89) 
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所 以 Gauss 方程 可 写 为 
K =— (bi: 52 E biz ) 9 
而 


dw, —— wi Aw; Rin! A e) = Ko! A o’. 


(4. 90) 


(4. 91) 


(4. 90) 式 与 欧 氏 空间 的 相应 公式 差 一 符号 . 曲面 的 两 个 主 曲 率 仍 为 


第 二 基本 形式 关于 第 一 基本 形式 的 特征 值 . 


(2) 类 时 曲面 
在 其 上 选取 正 交 标 架 , 取 €i RA , €2 为 类 时 ,有 
e-—1, é ——1, n=l 
成 立 . 这 时 就 应 有 
w — (0; — V, 02 — Wi» 
an 3 3 
Q4 — 0^4, (03; — Wo. 


第 一 基本 形式 


ds? = dr .dr = (w) — (o ) = ab w? 
是 非 正 定 的 . 这 时 , gu = l, g2 =—1, g: 一 0. 此 时 仍 可 记 


mi = Do (bac = Bea ) 9 


而 第 二 基本 形式 

一 一 dr : dn =— ww, +w os 

一 co ei + ww; = bw. 
Gauss 曲率 的 内 在 定义 为 

R 
K = ———H—— 2 —— Rin , 
g£ugz ~ B12 
Gauss 方程 为 
dw; = Razw' A w = Rinzol ^ oe —— w3 ^ w 


= (bib, — bo Mw =— Ke! Na. 


这 式 子 右 端 与 (4. 91) 式 差 一 符号 . 还 应 注意 到 ,如 标 架 满足 e 


e; — 1, 那么 (4.98) 式 要 改 为 


(4. 92) 


(4. 93) 


(4. 94) 


(4. 95) 


(4. 96) 


(4. 97) 


(4. 98) 


二 一 ], 
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1 — pl 1 和 “三 1 2 — 1 3 
do; = Razw Aw =— Rino Aw =— w; 人 Ws 


=— (bbz — bi, )w Aw = Kw! Aa’. 
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(4. 98)’ 


将 欧 氏 空间 曲面 论 和 Minkowski 空间 类 空 曲面 论 和 类 时 曲面 论 相 比较 ， 
某 些 公式 (特别 是 有 关 K 的 表达 式 ) 有 了 时 会 出 现 符号 上 的 差别 [451. 


4.3.2 常 曲 率 曲 面 的 Chebyshev 坐标 


R”…! 中 的 常 曲率 曲面 有 类 空 、 类 时 之 分 ,曲率 有 正 负 之 别 (不 妨 取 为 土 1). 
不 仅 如 此 ,对 类 时 正 曲率 曲面 ,第 二 基本 形式 关于 第 一 基本 形式 的 特征 值 
( 主 曲 率 ) 有 可 能 为 虚 、 又 有 可 能 为 实 的 重 根 ,但 特征 向 量 只 张 成 一 维 子 空 
间 ” ”所 以 需要 区 分 各 种 情况 加 以 讨论 . 对 每 一 种 常 曲率 曲面 ,我 们 都 
选取 适当 的 标 架 和 坐标 ,把 曲面 的 构 作 联系 于 一 个 可 积 的 方程 的 求解 .下面 
分 别 就 各 种 情况 写 出 在 Chebyshev 坐标 下 曲面 的 基本 方程 和 Gauss 方程 ， 


不 再 作 详 细 的 论证 . 
(1) 类 空 的 正常 曲率 曲面 (K — 1) 
ei, @2, n 满足 (4. 83) 式 ，,e , €2 和 曲率 线 相 切 . Ay HY 


Q : a 
w =cos—du, w = sin—dv. 


2 2 
和 欧 氏 空间 负 常 曲率 的 情况 一 样 ， 


p= eS = (ardu -- a, dv). 


同时 取 
Qi sin du, qi 一 一 cos 5 do. 
容易 验证 ,Codazzi 方程 
dej +e, Aw =0, dw +o Aw, =0 
满足 ,而 且 


ba = tan, bo. 一 一 cot-2- 


273 bi; —0, 


因而 
K —— b, 5; E l. 


(4. 99) 


(4. 100) 


(4. 101) 


(4. 102) 


(4. 103) 


(4. 104) 
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同时 ,第 一 基本 形式 为 
ds? = (uw)? + (o? )? = cos’ $ dw 十 sin? $ dv i (4.105) 


第 二 基本 形式 为 


II 一 一 cos 5 sin 5. (du — dv’), (4. 106) 


而 Gauss 方程 化 为 负 sine-Gordon 方程 
Quu 一 am =— sina, (4. 107) 
互 换 参 数 u, v, EAU sine-Gordon 方程 相 一 致 . 
(2) 类 空 的 负 常 曲率 曲面 (K =—1) 


在 无 脐 点 的 假设 下 ,el ，e: ,有 满足 (4.83) 式 ,el e; 和 曲率 线 相 切 . 
可 取 


一 cosh 7 du, w 一 sinh 2 dv, (4. 108) 
从 而 可 得 
wo, ——. = = (ardu — adv). (4. 109) 
同时 
TEE sinh 2 du, n= cosh 2-dv, (4. 110) 


容易 验证 满足 Codazzi 方程 ,而 且 


by a tanh 了 ， bos = coth +, bi; = 0 ， (4. 111) 
因而 
K cT bii b22 E l. (4. 112) 


同时 ,第 一 基本 形式 是 
ds? = (w Y + (v? )? = cosh? $dw + sinh’? $ dv , (4.113) 


第 二 基本 形式 是 
II 一 一 cosh sinh 7- (du? 十 dv), (4. 114) 
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而 Gauss 方程 化 为 
Aa — sinh a. 
(3) 类 时 的 正常 曲率 曲面 (K =+ 1) 
在 无 脐 点 的 假定 下 ,我 们 还 应 分 为 三 种 情况 . 
(3a) 主 曲率 为 实 
可 取 e, e, n 满足 (4.92) 式 , 取 


w 一 cosh 7-du, w 一 sinh- du， 
因而 
wi = wf = $ (ardu +a,do). 
20m 
u.s sinh du, wo, 一 一 cosh 9 dv， 
所 以 


bu = tanh 7, ba 一 一 coth7., 


K —— 6,62 =+1. 
满足 Codazzi 方程 ,又 第 一 基本 形式 为 


ds? = (o)? — (w’ ) = cosh’ 5 du — sinh? $dv : 


第 二 基本 形式 为 
II — cosh 5 sinh -> (du — dv’), 
Gauss 方程 为 
Quu ^ Qu TF sinh a. 
(3b) EH RAR 
这 时 ,我 们 选 标 架 ,使 
站 


€i em pem). 


从 结构 方程 (4. 81) 式 就 得 出 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 


(4. 
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115) 


116) 


. 117) 


118) 


119) 


. 120) 


. 121) 


.122) 


123) 
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c) EU ZU 
wi Tw ede ca Te 一 0. 


选取 坐标 (u, vw) 使 


w = du—e*dv, w ——e*du-— dv, 
以 及 
"Em = (du— edv), pies T (edu + do). 


这 种 参数 的 导出 可 见 [99]. 从 而 


i.m + (du— edo), 5s (du do). 


从 dr 可 得 


wi = a,du, w = a,dv. 
从 此 得 出 曲面 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 分 别 为 
I = dr’ =— du’ — 2sinh adudv + dv’, 


II =— dr * dn =— 2cosh adudv. 


因此 , K —1 且 两 个 主 曲率 为 虚 . 从 Gauss FFE dos 十 wt A ws 二 一 ws A o 


就 得 出 


Qus. cosh a, 


并 且 所 有 的 Codazzi 方程 也 由 这 个 cosh-Gordon 方程 推出 .所 以 从 cosh- 
Gordon 方程 的 一 解 ,可 以 通过 解 曲 面 的 基本 方程 而 得 出 类 时 、Gauss 曲 
率 为 1 而 且 主 曲率 为 虚 的 曲面 . 参数 (xx，z) 称 为 渐 近 的 Chebyshev 坐标 ， 


因为 这 时 u, v 曲线 都 是 渐 近 曲线 . 
(3c) 两 个 主 曲率 相同 ,但 只 有 一 个 主 方向 
仍 取 ei , €2 ,使 


2 e 
e; —0, e —0, ej t € = e. 


w = du—e*do, w’ —-— dv, 


H 一 2 
w, =— du—e*dv, w, = dv. 


第 4 章 常 曲率 曲面 .Backlund 线 汇 和 Darboux 变换 157 


这 时 ,第 一 、 第 二 基本 形式 分 别 为 
I =— edudv + dv’, 
II —— e dudv. 


Gauss-Codazzi 方程 成 为 Liouville 方程 


a 


mud 
Quv 2 。 


对 于 这 个 方程 的 任 一 解 ,利用 基本 方程 就 可 得 出 这 种 类 型 的 曲面 . 
(4) 类 时 的 负 常 曲率 曲面 (K ——1) 
我 们 取 ei, ez, n 满足 (4. 92) 式 


w 一 cos du, w = sin 5 dv, (4. 124) 
因而 
di. E Uy m ic a, du + a, dv). (4. 125) 
又 取 
qi = sin 5 du, TR cos 5 dv, (4. 126) 
第 一 基本 形式 为 
ds? = (w Y — (lw Y = cos? 5 du! — sin’ Fae’ , (4.127) 
第 二 基本 形式 为 
II = sin cos. (du 十 dv). (4. 128) 
满足 Codazzi 方程 ,又 
b = tan, bo» FE cot, 
K —— 1, Gauss 方程 
dw; —— ws ^ w, 
化 为 
Aa = sina. (4. 129) 


从 此 得 到 如 下 定理 : 
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定理 4.7 如 果 知 道 sine-Gordon 7j f£ , sinh-Laplace 77 f£ , sinh-Gor- 
don Fy f& , cosh-Gordon 77; f£ , Liouville 方程 或 sine-Laplace 方程 的 一 个 
SEA ALAR EBT od 30$ Hd. R^ 中 类 空 正常 曲率 、 类 空 负 常 曲 率 、 类 时 正常 
曲率 (三 种 ) 和 类 时 负 常 曲率 曲面 . 相反 地 ,在 Chebyshev 坐标 下 ,这 几 种 
曲面 的 Gauss 方程 化 为 上 述 各 种 方程 . 


上 述 结果 可 列表 如 下 ; 
第 一 基本 形式 : cos du? + sin? -7 dv? 
ETA 第 二 基本 形式 : cos 们 sin- (du? — dv?) 
类 ee 


Gauss 方程 |: Quu — Quv = sin a 


Hr 


第 一 基本 形式 cosh? -7 du? + sinh? 5 dv 


第 二 基本 形式 ， cosh 5-sinh (du? 十 dv?) 
Gauss 方 程 : Aa = sinha 


(a) 第 一 基本 形式 : cosh? -y du? — sinh? -7 dv? 


第 二 基本 形式 : cosh- sinh- (do — dv?) 
Gauss 方程 : au — ay, =— sinha 


(b) 第 一 基本 形式 : 一 dw? 一 2sinh adudv + dv? 
第 二 基本 形式 : 一 2cosh adudv 
Gauss 方程 : Quy = cosh a 


(c) 第 一 基本 形式 : — e dudv + dv? 
第 二 基本 形式 :; — e * dudv 


Gauss 方程 : auv = le 


第 一 基本 形式 : cos? de — sin? 5 dv? 


第 二 基本 形式 : cos -2-sin 2- (dw? + dv?) 
Gauss 7j f£: Aa = sina 


这 定理 中 的 “得 出 ”一 词 意味 着 依 sine-Gordon 等 非 线性 偏 微分 方程 的 
解 , 求 解 曲面 的 基本 方程 (它们 是 完全 可 积 的 ) 而 得 出 曲面 . 但 是 为 了 更 具体 


第 4 章 常 曲率 曲面 .Backlund £L X) Darboux 变换 159 


地 构 作 曲面 ,还 需要 解决 两 个 问题 , 即 (1) 这 些 非 线性 偏 微分 方程 如 何 显 式 
求解 ? 〈2) 如何 给 出 这 些 曲面 的 显 式 表 达 式 ? 为 此 ,我 们 把 R 中 的 
Backlund 变换 和 伪 球 线 汇 推广 到 及 … 的 情形 ,这 就 是 后 面 两 节 所 要 讨论 的 . 


4.3.3 Re hay sk ERG OU 


R 中 的 线 汇 依 其 直线 的 方向 有 类 空 、 类 时 和 类 光 的 区 别 . 我 们 要 研究 
类 时 的 线 汇 ( 即 由 类 时 直线 所 组 成 的 线 汇 ) 和 类 空 的 线 汇 ( 即 由 类 空 直线 所 
成 的 线 汇 ). 在 这 些 线 汇 存 在 二 张 焦 曲 面 的 假定 下 ,可 以 分 为 四 种 情形 讨论 : 

(a) 线 汇 类 空 ,二 张 焦 曲 面 类 空 ; 

(b) 线 汇 类 空 ,二 张 焦 曲面 类 时 ; 

(c) 线 汇 类 时 ,二 张 焦 曲面 类 时 ; 

(d) 线 汇 类 空 ,一 张 焦 曲面 类 时 ,一 张 焦 曲面 类 空 . 

现 设 线 汇 有 两 张 焦 曲 面 S NIS", PP* 是 中 的 直线 , 它 是 S 和 
S* 的 公 切 线 , PES, P* € S* 是 切 点 ,n, n* 分 别 是 S 和 S* 在 P 和 
P* 的 法 线 . 如 果 


| PP* |—1 ( 非 零 常数 )，n.n* =k (JERR), 
(4. 130) 


则 称 线 汇 为 伪 球 线 汇 .文献 [55] 和 [101] 中 曾 考 虑 过 相应 于 各 种 伪 球 线 汇 
的 Backlund 变换 ,但 不 够 完全 ,缺乏 显 式 求解 的 算法 . 在 此 我 们 对 各 种 可 
能 的 情况 作 全 面 的 论述 ,而 且 用 Darboux 变换 作曲 面 和 线 汇 的 显 式 表 达 
A. 先 证 明 如 下 定理 : 

定理 4.8( 推 广 的 Backlund ÆI) RUPNARAIN AKA A 
必 为 曲率 相同 的 常 曲率 曲面 ,在 情形 (a),(b),(c), 曲 率 为 正 ;在 情形 
(d) ,曲率 为 负 . 

证 明 分 为 四 种 情形 一 一 加 以 论证 : 

情形 (a) , 线 汇 类 空 , 焦 曲面 S, S* Bs: 

取 S 和 S* 的 正 交 标 架 1P, e, e,n|j 和 |P* , et, e, n* |}, fea = 
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且 有 
e? = (cosh r)e, + (sinh c)n, 
(4.131) 
n* = (sinh r)e, + (coshr)n, 


这 里 + 二 const =—n-n* zEO(3RA IR] E n n* <0, AX n* 的 取向 可 
改变 ). 又 有 
r* =r+le, (L= const Æ 0), (4. 132) 


微分 上 式 并 将 其 和 dr” = o" et 十 w*ez 作 比 较 ,得 


w ——w*, wie! = (cosh c)e" , 
(4. 133) 
loi = (sinh r)w*?. 
从 此 可 见 | 
Coos mena = sinb z,e, (4.134) 
又 计算 | 
oT = (—def) -n* 一 一 sinh T, 
(4.135) 
wt? = (—det)-n* =o, 
从 而 , 
— w ž! 人 ai 一 w = ^ sinh r) 
(4. 136) 
; ROE 
= an t A ii = sinh ty x1 A w *? | 


所 以 S* 的 Gauss 曲率 民 * = 9077, 由 于 S 和 S* 有 同样 的 关联 ,所 以 
K 一 "PT S 和 S* 都 是 正常 曲率 曲面 

情形 (b) , 线 汇 类 空 , 焦 曲面 S，S* 类 时 : 

和 情形 (a) 相 类 似 ,但 这 时 


e =e% =1, ġġ =e} ——1, r=n*=1, (4.137) 


且 有 下 式 成 立 : 
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et ——4€, 
e? = cosh ce; + sinh rn, (4. 138) 
n* — sinh ce; + coshrn (n-n* = cosh c = const). 
Hi r*-—r-dlei(l-— const) 得 出 
w =— w", 
w 十 ol = cosh ro "* , (4.139) 
loi = sinh rw”. 
(4. 138) X. (4. 139) fü (4. 131) X. (4. 133) 式 相同 . 此 外 还 有 
2 
wi? = (def)*n* 一 一 “sinh T, 
(4.140) 
of = (dež) - n = w 
SUI h h 
aa hor =m PU "HR T NE 
: 2 
= sinh Cx! A wet : (4. 141) 
所 以 S 和 S* 是 正常 曲率 曲面 ， 
2 
K* = E sinh T (4.142) 
情形 (c) , 线 汇 类 时 , 焦 曲 面 S, a 类 时 ; 
和 (a)，(b) 相 类 似 , 但 这 时 
el b= nl “(dd3) 
AA Pam: 
ei 一 一 661， 
ex = (cos r)e; 十 (sin c)n, 
(4. 144) 
n* =— (sin c)e; + (cos c)n 


(n+ n* = cost = const Æ 0). 
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Hr* =rt+le, 微分 后 得 


jut) =~ *1 
w =— w", 
w + lo? = (cos c)o ", (4. 145) 
loi = (sin Do", 
又 由 (4.144) 式 得 知 | 
w% =— —sinr, 
(4.146) 
Bi cu 
因而 | 
—u*! 人 da em "m 人 (= ‘sin r)= » cw: A w 
ERA 
= SE A ww， (4. 147) 
由 (4. 98)' 式 ,可 知 ' 
K* S Kcu (4. 148) 
在 这 种 情形 下 ,S 和 S* 必 为 正常 曲率 曲面 . 
此 时 
bs. ly ly qe 
(4. 149) 
且 有 下 式 成 立 : 
el 一 一 61， 
ej = (sinh c)e; 十 (cosh r)n, 
(4. 150) 
n* = (cosh r)e; + (sinh r)n 
(n-n* = sinhr = const). 
由 r* —r--lei(l const) 微分 得 
1 xl 
w —- w 9 
w d- lo? = (sinh r)w*’, (4. 151) 


loi = (cosh r)w”” 
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又 有 
w = cosh 2, ul cup (4. 152) 
成 立 . 因而 ; 
=w} N wt = E Tw, Nw =— cosas To Nw 
2 
= oP Eye A o", (4. 153) 
所 以 由 (4. 91) 式 ， : 
K* = Set. (4. 154) 
=J [Bl 
— wi 人 ws —— wt A cosh DU 


2 
= EE p wh (4.155) 
从 而 ,由 (4.98) 式 ， , 
K =— cosh z, (4. 156) 


定理 证 毕 . OO 
这 个 定理 未 必 说 明 四 种 情况 都 能 真正 出 现 ,因为 它 并 没有 给 出 存在 
性 的 证 明 . 在 下 一 节 中 ,将 进一步 讨论 存在 性 的 问题 . 


4.3.4 了 R2, 1 中 常 曲率 曲面 的 Backlund 变换 和 Darboux 变换 [53] 


现在 讨论 从 R^ 中 的 常 曲率 曲面 S 出 发 ,利用 伪 球 线 汇 来 构 作 新 的 
常 曲率 曲面 的 方法 ,这 也 是 各 种 伪 球 线 汇 的 存在 性 的 检验 ,这 是 经 典 的 
Backlund 变换 的 推广 . 还 可 以 利用 Darboux 变换 把 这 一 分 析 过 程 算法 化 
和 代数 化 ,其 方法 和 3§ 4. 2 中 的 类 似 , 不 过 由 下 文 可 见 ,各 种 情形 各 有 特 
E. 我 们 仍然 按 上 节 中 的 各 种 情况 分 析 进 行 讨论 . 

OD S 为 类 空 的 正常 曲率 曲面 , 线 汇 类 空 

引入 Chebyshev 标 架 {P, e, e; , n], P 的 位 置 向 量 为 r. 如 果 存 在 
Backlund 变换 ,使 男 一 焦 曲 面 为 类 空 的 S* ,就 应 有 


r* — r+ I(cosQe, +sinĝe,) (L= const Æ 0). (4. 157) 
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S* 的 法 线 n* 和 PP* 相 垂 直 , 且 为 类 时 向 量 , 所 以 
n* = sinh r(— sin Ge, + cos 0e; ) + cosh rn 


(r = const Æ 0). (4.158) 


微分 r* 并 应 用 基本 方程 和 类 空 正 常 曲率 曲面 的 有 关 表 示 式 (4. 99) 式 一 
(4. 101) 式 , 则 有 


dr* 一 | cos — [sin o(8. ind le + Lcos e(8. 十 vale 


+ lcos gsin <n} du + [- lsin (8. ur 5 Je 


十 | sn 过 + lcos 2 十 > ) le — [sin Gcos Sn dv. 


2 
(4. 159) 
根据 条 件 dr* -n* 三 0, 并 令 0=a2, 则 有 下 式 成 立 : 
Lla ta.) 一 2sin 7. cos. + 2cosh reos ^ sin 7- , 
(4. 160) 
/ altered 
l(a,--a,) =— 2cos z Sin 2cosh rsin z 0985. 


XEBER K =1, Ni l= sinhr. (4.160) 式 是 关于 a 的 偏 微分 方程 组 ， 
经 过 一 定 的 计算 ,可 见 它 的 可 积 条 件 就 是 


Quu 一 au =— Sina, (4. 161) 


CEFE. 107) 式 ,因而 已 经 满足 . 从 而 得 以 下 定理 : 

定理 4.9 以 两 张 类 空 正常 曲率 曲面 为 焦 曲 面 的 类 空 伪 球 线 汇 是 存 
在 的 . 

我 们 可 以 依照 本 章 8 4. 2 中 的 方法 ,证 明 (u, v) 也 是 S* 的 Chebyshev 
坐标 ,而 且 可 以 利用 sine-Gordon 方程 的 Darboux 变换 作出 一 系列 的 正常 曲 
率 曲面 ,只 要 对 应 于 a 的 一 个 正常 曲率 曲面 在 Chebyshev 坐标 下 的 表示 形 
式 和 Lax 对 解 为 已 知 ,这 种 算法 就 是 纯 代数 的 . 要 注意 的 是 ,在 现在 情况 下 ， 


作 Darboux 变换 时 ,参数 u,v 要 变 一 下 , 即 令 6 二 E, — 17, peg 
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(4. 161) 式 转化 为 标准 形式 的 sine-Gordon 方程 (4. 66) 式 . 
(2) S 为 类 时 的 正常 曲率 曲面 
可 细 分 为 几 种 情形 . 
(2a) S 的 两 个 主 曲 率 为 实 , 且 不 相同 . 
取 Chebyshev 坐标 ,有 


w 一 cosh 5 du, w 一 sinh} dv, 
w? = wi 一 3 («du ^ adv), (4. 162) 
du us sinh 7-du, ow, =— cosh 9 du， 
和 
e S= nS it 
(2a,) 现 作 类 空 的 Bäcklund 变换 ,S* 的 方程 应 为 
r* — r-- l(cosh Ge + sinh ĝe; ), (4. 163) 
其 法 线 应 有 表达 式 
n* = sinh r(sinh Be, + cosh 0e; ) + cosh rn. (4. 164) 


假设 天 = 1, 依 定 理 4.8 的 证 明 , 2 = sinh zr. 这 时 


dr* = {| cosh + dsinh e(6. + 5) Je: teosh 6(8, + e 
+ cosh @sinh £n) du + [sinh o(a + 2 Jes 


十 | sinh $ + icosh 2 十 z) |e — [sinh gcosh m) dv. 
(4. 165) 
由 条 件 dr* -n* 一 0 可 得 


1(4, 十 ) = sinh Gcosh 了 十 cosh rcosh gsinh -5 
- (4, 166) 


1(4, + v =— cosh 0sinh ~~ — cosh rsinh gcosh 了 
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把 它们 看 成 9 (= F) 的 偏 微分 方程 组 ,其 可 积 条 件 为 
am 一 au = sinha, (4. 167 ) 


这 就 是 S 的 Gauss 方程 ,因而 是 成 立 的 , 且 易 见 S * 也 是 类 时 的 ,所 以 这 
种 类 型 的 伪 球 线 汇 是 存在 的 . 故 由 定理 4.8 可 见 ,S* 的 曲率 也 为 十 1. 
同样 可 证 (wu, v) 也 是 S* 的 Chebyshev 坐标 ,又 e% , e% 的 表达 式 也 
可 明显 写 出 来 . 
为 了 能 利用 Darboux 变换 显 式 作出 S* ,要 讨论 sinh-Gordon 方程 
的 Darboux 变换 . 令 


a= 2 , 7 2 , (4. 168) 
方程 (4.123) 式 化 为 
ae, = sinha, (4. 169) 
EA Lax 对 
1 
= vU. e 
Em: 0 e SA À 
B= 5 ` o Je. Bah m ó, (4. 170) 
5 9 


这 就 是 说 ,(4. 170) 式 的 可 积 条 件 就 是 (4. 169) XX. 
hy hı 
设 f E Lax 对 (4.170) 式 的 对 应 于 4 = Ai 的 列 向 量 解 , 则 M E 


h h 
Lax 对 (4. 170) 式 的 对 应 于 ) 一 一 的 列 向 量 解 . 令 H = h : |. xi 
2 — Fhe 
h, ’ h; 天 0, 此 时 ,Darboux BE D(A) BUE X 
= E 
D(a) = I—-aH |" Pea p= "|. (4.171) 
0 zu Ai he 0 
x hı 
可 以 通过 演算 验证 , 
prices e= (22) , & = D(A)e (4. 172) 


所 定义 的 (w , 更 ) 仍 然 使 Lax (4. 170) 式 成 立 , 因 而 on 满足 (4. 169) 式 ,而 
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(a, ©) — (a, ©) 就 是 方程 (4. 169) 式 的 Darboux 变换 . 在 实现 Backlund 
变换 (4. 163) 式 时 ,所 需要 的 是 cosh 志和 sinh 分 ,因此 ,算法 是 纯 代数 的 ， 
现在 讨论 Darboux 变换 (4. 172) 式 和 Backlund 变换 方程 (4. 166) 式 
的 关系 : 
4 0 — a1/2, 注意 到 将 (4.168) 式 、(4. 166) 式 的 两 式 相 加 及 相 减 就 
得 出 


(S E) (1— cosh r) sinh2— , 
(4.173) 
(E — $2) =— (1 + cosh c)sinh?-,— Ta 
hı : 
男 一 方面 ,由 满足 Lax 对 (4. 170) 式 可 见 
2 
Ài a ho 
(In | hi | ): = 2* hi? 
(In | hy [Je = Se 2, 
h; 
(4. 174) 
—o8, l k 
(In | hi |), 2 x E 
s Ede dt 
(In | hz D, = 23 h; 十 2 9 


到 | | 为 正 ( 为 负 时 可 类 似 处 理 ) ,于 是 由 (4. 172) 式 可 得 出 
aig tag = (2ln | hz |); — (2ln | hi D. - A (e ge) 


w—— uc 2A, sinh % — 


同样 可 有 


la EEE 
ay Fa, = 2a, 十 ie (apta Ls alat mA ys 
1 


ay 一 ay 一 一 2 sinhe, (4. 176) 


1 
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E A = — eS =e aD _ 1 十 coshr 


sinhr ' 
(4.175) 式 和 (4. 176) 式 就 化 为 (4. 173) X. 
我 们 从 a = 0 出 发 , 解 Lax 对 
A 01 |. 1 01 
o,- 4" |e 2-2) aC (4.177) 
得 到 
Ex cosh y sinh y _aA 1 
(A) E jd (Y 人 (4. 178) 
令 


hi — cosh y, hs — sinh Yı (n = Arg 4 l k (4. 179) 


依 (4. 171) 18:8] Darboux 阵 


0 coth y 
Da) =1-4 Jm (4. 180) 
Ai {tanh yı 0 
G (A) = D(A) (A) 
cosh y 一 2 coth yısinhy  sinhy— 2 coth yıcosh y 
1 1 
sinh y 一 “tanh yıcoshy coshy— A tanh 7i sinh y 
1 1 
(4. 181) 
HA, 0 (hs FA), Fn = Betzy, 取 
2 
~ 3X 
h, = cosh y; 一 i coth y, sinh yz, 
1 
(4. 182) 


e 
t5 
| 


= sinh y; 一 àz tanh y cosh y, 
1 


ux 
ez —eni-- 
: hy 


给 出 一 个 新 解 2. 据 此 ,还 可 继续 作出 解 的 系列 a, az, as, 


则 


2 


第 4 章 常 曲率 曲面 .Backlund 线 汇 和 Darboux 变换 169 


为 构 作曲 面 ,从 a = 0 出 发 解 基 本 方程 得 标 架 系 ,选取 适当 坐标 ,有 
r= (u,0,0),e = (1, 0, 0), 


e; = (0, sinh v, cosh v), n = (0, — cosh v, — sinh v), 


(4. 183) 


然后 由 定理 4. 8, 利 用 ui ,运用 (4. 163 ) 式 可 得 到 一 个 类 时 的 负 第 曲率 
(一 1) 曲面 .我 们 可 继续 利用 ws os, ，… 作 出 这 样 曲面 的 系列 . 
(2a) 从 同一 S 出 发 ,可 作 类 时 的 Backlund 变换 


p r+i(sinh PI 十 cosh e), 
(4. 184) 


s Q < a 
n* = sin (cosh 74 + sinh ez e COS rH. 


这 里 i, r 是 常数 , sinc — L2 0. 
fE dr * ,根据 条 件 n*- dr* = 0, 经 过 计算 ,得 到 和 (4. 166) 式 相 类 似 
的 方程 


Hu. A Ss gr a ini d smni 
af 7 zum 2) cosh z cosh 2 + cos rsinh z sinh 2 
(4. 185) 


(£s 十 ou ae sinis sinh -> 2 + cos rcosh 7 7 cosh 5 9: 


这 就 是 从 c 到 ai 的 Backlund 变换 . 如 把 它们 视 作 a 的 方程 , 则 其 可 积 条 
件 为 已 经 成 立 的 
Quu 一 au =— Sinha, (4. 186 ) 

从 而 SEJ S* 的 Backlund 变换 可 由 解 这 个 完全 可 积 的 方程 组 完成 . 在 知道 
S 的 表达 式 及 相应 sinh-Gordon 方程 解 的 Lax 对 的 基本 解 (或 S 的 Lie 变 
换 ) 之 后 ,S* (及 其 Lie 变换 ) 就 可 以 用 Darboux 变换 以 代数 的 算法 来 完成 . 

(2b) Rk S 的 两 个 主 曲 率 为 虚 , 其 正 交 标 架 {fe:，e:, n) 和 参数 
(u, v)VA w, w^ , w (i, j—1, 2, 3) ELTE 8 4. 3. 2 (Sb) ARE. 

(2b) 现在 构 作 S 的 类 时 的 Backlund 变换 . $ S * 的 表达 式 为 

r* 一 让 十 /1(ael 4-be;), 


这 里 1 是非 零 常数 , abe —— 1. 后 一 式 表明 ,mr ”是 类 时 的 直线 , 且 
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Gr * > —— P. 现 要 求 S* 的 法 向 为 
n* = (ae, — be, )cos r+ nsin c, 


这 里 sinr n- n* = const. XS l= costr, 计算 dr* ,我 们 得 出 


(1— ia fa Je, + (—e7+1b, Je, t i-am, 


ry 
ris (一 所 十 fav)e  (71— 16 2 Je, +EH )n. 
(4. 187) 
n* 为 S* 的 法 线 的 条 件 为 xn* - dr* —0, 写 开 来 就 是 
bb, =—nla—a@7), Dad a. Aee 
Hu 


这 里 yj = secr— tan r. 
SA Ra a 使 


a = exp 2 2 b —— exp —1——5, 


我 们 就 会 得 出 


(ai +a), = 2usinh e 25 (al —a), = Ž cosh E 
(4. 189) 


这 就 是 cosh-Gordon 方程 的 Backlund 变换 方程 , 它 关 于 a 的 可 积 条 件 
就 是 a 满足 cosh-Gordon Jj f£. 作为 S 的 Gauss 方程 , 它 已 经 成 立 , 因 而 
通过 a 就 能 得 出 S" ,而 且 由 Backlund 定理 知 S * 是 类 时 的 正常 曲率 
曲面 (K — 1), 此 外 通过 复杂 的 计算 可 以 知道 (x,，z) 同 时 也 是 S* 的 
Chebyshev Yr it A AR. 

和 一 般 的 情况 相 类 似 , 我 们 希望 通过 Darboux 变换 来 求 a 的 显 式 表 
ASK. 为 此 ,我 们 先 证 明 

引 理 4.1 cosh-Gordon 方程 的 Lax 对 为 

0 e* 
d, = Ub = 4 E 


(4. 190) 
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证 明 直接 计算 零 曲率 条 件 
U, —V, -(U, V) 20 
就 得 出 cosh-Gordon 方程 . 
hi 
现在 叙述 Darboux 阵 的 构 作 . 先 注意 到 (i) 如果 f E Lax Xf 4 


—h, 
1 一) 时 的 解 ,那么 | 就 是 Lax W4A=—A WN; GRA AA 
HE h/h; 在 一 点 (w， vo ) 为 纯 虚 ,那么 它 在 (wo， vo ) 的 一 个 邻 域 中 是 纯 虚 
的 . 前 一 事实 (让) 是 显然 的 . (i) 的 证 明 如 下 : 
从 Lax 对 可 见 ， 


hy 25 hi) 2Ao \hy 
za=h+h, gg 
Acteur) 


所 以 如 A 在 (wo , vo ) 为 0, WE (uo , zw) 的 连通 邻 域 中 为 0. 
我 们 运用 Darboux 阵 的 一 般 公 式 作 Darboux 变换 


A - 


1{ 0 h/h 
= j14+4 t 
Ào — h;/hi 0 


Am 
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根据 


可 得 出 id 
et 一 一 iu em, 
这 就 是 ai 的 显 式 表示 ,从 此 又 得 出 S * 的 显 式 表示 ,并 且 可 以 证 明 这 里 的 
a; 就 是 Backlund 变换 方程 的 解 . 
由 此 便 得 到 S 的 Backlund 变换 的 显 式 公式 . 
(2b: ) 现在 构 作 S 的 类 空 的 Backlund 变换 . S * 的 表达 式 仍 为 


r* =r+l1(ae,+be.), 
但 此 时 abe = 1. n* 的 表达 式 为 
n* = (ae, —be;)sinh r + ncosh v, 
计算 得 


plc [ede 2: Je, +(—e*+1b, Je, 4a), 


pierde ak (- jh e Je, +4 (6—6 )n. 


(4.191) 
41=sinhr. 从 条 件 n* ,dr* = 04H 
2b, S 2a, = 
b = plata”), = e cep. 
iX H u= csch c — coth c. $ 
DN a a ER Q1 ^q 
a = exp —5— , b= exp "ERE 
我 们 得 出 cosh-Gordon 方程 的 Bácklund 变换 方程 
(a; —a), = 2ycosh 2 e, (a ta), = sinh 
(4.192) 


如 果 把 jy BOA wo ,这 就 是 式 (4. 189). 利用 Darboux 变换 ,就 可 以 得 出 a 
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的 显 式 表达 式 , 完 成 了 从 SSIS* 的 Backlund 变换 的 显 式 运算 . 
(2c) 现 设 S 的 两 个 主 曲 率 相等 ,但 主 方向 只 张 成 一 维 向 量 空间 . 
这 时 可 依 34.3.2 的 (3c) 选 取 标 架 (el , e; , n) UC, v) , 即 成 立 


2 2 1 
el =e, = 0, € 6 = Ze, 


w = du—e*dv, w —— dv, 


= 2 
w —-—du—e*dv, w, = dv. 


从 此 可 见 ， 
I —— edudv + dv’, II —— edudv. 


Gauss-Codazzi 方程 化 为 Liouville 7j f£ 


对 S 作 类 时 的 Backlund 变换 
r* = r+ (ae, + be;), abe" —— ]. 
n* 一 (ael — be;)cos r + nsin r. 


ii — ett SUR MAE n* -dr* = 0 就 得 出 


(a +a), =— pexp 235 (a1 —a)y = Z cosh ate, 
Liouville 方程 的 Lax 对 为 
0 0 = 5 P 
o, = >| |o, o, = z D le. (4. 193) 
e 0 A Ay 


这 样 可 以 运用 Darboux 变换 构 作 S* 的 显 式 表达 式 . 
类 空 的 Backlund 变换 由 


r* —r--I(ae,--be;), abe —1 
定义 ,可 类 似 地 利用 Darboux 变换 构 作 S*. 


总 结 以 上 论述 ,我 们 得 到 如 下 定理 ， 
定理 4.10 设 S 为 类 时 的 正常 曲率 曲面 ,无 脐 点 , 则 存在 类 时 和 类 
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空 的 Backlund 线 汇 ,以 S 为 焦 曲 面 ,其 男 一 焦 曲 面 S* 也 是 类 时 的 正常 
曲率 曲面 . | 

(3) 两 个 焦 曲 面 一 为 类 时 、 一 为 类 空 的 类 空 伪 球 线 江 

设 S 为 类 时 负 常 曲率 (= 一 1) 的 曲面 , 取 Chebyshev 坐标 及 相应 的 
标 架 , 则 (4.92) 式 和 (4. 124) 式 ~ 一 (4. 126) 式 成 立 . 依 类 空 的 伪 球 线 汇 作 
Backlund 变换 : 


r* 一 /十 1(coshbei 十 sinhboe:) (L= coshr), (4. 194) 
n* = cosh r(sinh ge, + cosh 0e;) + sinh cn, 


IK S 的 基本 方程 和 可 积 条 件 ,利用 (4. 124) X — (4. 126 ) 式 得 
dr* = | | cos + Isinh 9(8. = a Je + Icosh (6. = A e 
+ cosh sin <n} du + | sinh o(a + EL 


十 | sin + lcosh (4 十 | le 十 Lsinh bcos Sn dv. 


(4. 195) 
根据 n* -dr* = 0, 得 
sinh (cos + Isinh (6. TS * | 
一 lcosh?b( 0, = oe sinh rcosh Gsin 7- ES. 
Isinh' (6, sie e cosh 6 (sin + lcosh e(6. ag w) ) 
+ sinh rsinh bcos 7- = 0, (4.196) 
即 
1(6, 一 * | = sinh cos + sinh rcosh Osin- . TE 
1 (8. +) =— cosh 0sin + sinh rsinh Geos 5. 


这 时 2 = cosh r, 通过 计算 可 知 ,求解 .0 的 可 积 条 件 为 
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Aa = sina, (4. 198) 


它 正好 满足 ,此 时 对 任何 初始 条 件 9 二 b (u — uw, v= v), IO ETE, 
而 且 它 满足 
Aa, = sinh a, 

XE a = 0/2. 这 表明 相应 的 伪 球 线 汇 存 在 ,已 如 所 知 r* 为 类 空 的 负 常 
曲率 曲面 . 

定理 4.11 两 个 焦 曲 面 分 别 是 类 时 和 类 空 的 负 常 曲率 曲面 的 伪 球 
线 汇 是 存在 的 ,这 比 汇 是 类 空 的 . 

下 面 要 证 明 (x，v) 也 是 类 空 负 常 曲率 曲面 S$* 的 Chebyshev 坐标 . 
事实 上 , 依 (4. 195) X, dr* 的 表达 式 可 写 为 


dr* = w“ ež +w efi, (4. 199) 
w*' = cosh0, w”? = sinh 0 (4. 200) 
的 形式 , 式 中 


1 | a . Av 
ef = 一 一 一 (| cos + lsinh 0(0, — = Je, 


+ Lsinh (8. = a2) le, + Isinh bsin <n} f 
ei = m ira sinh e(é. + & Je; 
十 | sin + lcosh o(a 十 a) a + Isinh bcos m) : 


利用 (4. 197) 式 ,经 过 一 系列 的 计算 ,可 知 


ey. eS ty, eT oe, HS (4. 202) 


经 直接 计算 可 知 
dn* = wer + wer, (4, 203) 
而 


w% = sinh ĝdu, 


(4. 204) 
w% = cosh 6dv. 


再 令 0 = a,/2, 就 知道 S* Wu, v) Jg Chebyshev 坐标 ,而 且 ei 满足 
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Aa, = sinha. (4. 205) 


如 果 从 类 空 的 负 常 曲率 曲面 SC 出 发 ,通过 相反 的 过 程 ,就 会 得 到 类 时 的 
负 常 曲率 曲面 $. 

上 面 没 有 给 出 sine-Laplace 和 sinh-Laplace 方程 的 直接 到 自身 的 
Backlund 变换 , 却 给 出 了 两 个 方程 的 解 之 间 相 互 的 Backlund 变换 (文献 
[54] 中 给 出 了 这 种 变换 的 微分 方程 形式 ) ,所 以 把 这 种 变换 进行 两 次 ,就 
是 这 两 个 方程 的 到 自身 的 变换 . 以 下 指出 ,这 种 变换 的 显 式 形式 可 以 由 
Darboux 变换 作出 [51]. 


先 引入 复 变量 7 | 
|» utiv go 10 
xe e 2 (4. 206) 
因而 
Ge Bie NORTE. 
gt du du at Ju dv’ 
72 y y (4. 207) 
zi rr ; 一 A. 
atat du dv 
引进 Lax 对 
o,=4 li E le 
: 2 |e 0 
(4. 208) 
ie 工 | 7% 1/A 
: 2 |— 1/A ar 
其 可 积 条 件 就 是 
Aa = ag = sinha. (4. 209) 


现在 a 可 以 取 复 值 ,这 方程 就 称 为 复 化 的 sinh-Gordon 方程 . 如 a 取 实 值 ， 
它 就 是 sinh-Laplace 方程 ,如 a WARE a = ig (B 实 值 ), 它 就 是 sine-La- 
place 方程 
AB = Br = sinf. 
对 复 的 sinh-Laplace 方程 ,可 以 和 实 的 sinh-Gordon 方程 一 样 作 Darboux 
变换 (a, BD) 一 > (al ，G: ) ,只 是 将 (6，7) 改 为 (5, 5) 就 可 以 了 . 但 我 们 已 
把 Lax 对 (4. 170) 式 作 了 一 点 小 的 修改 ,这 是 为 后 文 方便 而 作 的 . 
h —h 
HW A-—AzO,Xx i | cau A i [sina 一 一 ha 


1 
2 
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的 列 向 量 解 , 令 
hi — h; 
H = , 
E hz | 
hi 
i y^ 0 | "RET A 
7 Ue cepa EFI á 
h, 0 
à hı 
dig ee 
Am 
Ai hi 
由 此 得 出 Darboux 变换 的 公式 为 
®, (A) 二 D(A) ®(A). 
这 里 w 仍然 由 (4. 172) 式 确定 ,但 已 经 复 化 了 ,由 
e = e ($) (4. 210) 
确定 . 
假设 a 是 实 值 ,为 使 a 是 纯 虚 值 ,其 充 要 条 件 是 
h ae E 


现在 证 明 ,这 种 请 , hz 是 能 够 取 到 的 . MWERA — A, Hla: |=1. 根据 Lax 


hir = P eth, ; hoy = P eh, 5 
(4. 212) 
1 1 1 a 
hy = PL 十 2, » he = a 十 2 h;, 
WE EA 
hy 7$ ae hi 十 1l, 9 hog = l5, 十 —h; 9 
2A: Bhs (4. 213) 
hig M "eh, , ha = P eh, 
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ee m (4. 214) 
jn 


e*—] 


haha 十 huh; — heh2 (Aika trh) 


hh 
A, = — -eg +e 一 — 
: hh, * hihi (hih)? 


利用 (4. 212) 式 和 (4. 213) 式 ,经 过 计算 ,得 


_ Ar (hz a _ h 
Ay = 4 (Fe x JA, (4. 215) 
同样 有 E z 
Ae à (fe — Ste) (4. 216) 
2 hi hi 


所 以 ,如 果 取 hi ,hs 在 某 一 点 的 值 ( 初 始 值 ), 使 A = 0( 这 是 可 以 取 到 
的 ), 则 A 处 处 为 0, 即 (4. 211) 式 成 立 . 有 如 下 定理 : 

定理 4.12 Ra ARE URSUS W [adm 1, XE hi, hi ,使 满足 
(4.211) 式 , 则 所 定义 的 Darboux 变换 使 得 a 为 纯 虚 值 . 

这 就 是 sinh-Laplace 方程 的 解 到 sine-Laplace 方程 的 解 的 Darboux 
变换 . 

假设 a 是 纯 虚 值 ,要 使 ai 为 实 值 的 充 要 条 件 是 


VERS WE 全 2 
(Bye = ye e 
1 1 


根据 前 一 等 号 ,有 


(ey i 
hih 
因而 m 
hhi cu sq 
hih, 
| _, Ah; hh _, 
hz Y e = haha hh a 
但 5 DES AE 
所 以 要 求 hi , h: 满足 
hhi 


—— e ”一 一 l. (4. 217) 
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与 定理 4.12 的 推导 相 类 似 , 可 以 证 明 , 取 使 1 人 |=1 时 ,如 (4.217) 式 
在 一 点 成 立 , 则 处 处 成 立 , 从 而 得 到 如 下 定理 ; 

定理 4.13 设 a 为 纯 虚 值 ,如 果 取 Xi lA |= 1, RBA, hi ,使 满 
足 (4. 217) 式 , 则 相应 的 Darboux 变换 就 是 sine-Laplace 方程 的 解 到 
sinh-Laplace 方程 的 解 的 Darboux 变换 

反复 进行 这 两 种 Darboux 变换 ,就 得 到 Darboux 变换 的 序列 


(a, $) — (a1, $1) — (a, D) — 


如 果 第 一 个 a 为 纯 虚 值 , 8 = 一 ia 是 sine Laplace 方程 的 解 , 则 a, as, ，… 
azn+1，"… 是 sinh-Laplace 方程 的 解 , k —— iez, fh —— ia, cc, Bo = 
一 ic , ‘fe sine-Laplace 方程 的 解 . 如 果 第 一 个 a 为 sinh- Laplace 方程 的 
实 解 , 则 偶数 次 Darboux 变换 得 到 sinh-Laplace 方程 的 解 ;奇数 次 Dar- 
boux 变换 得 到 sine-Laplace 方程 的 解 .图 示 如 下 : 


> K. X. 
a; 和 aia 24 i 为 奇数 时 为 实 值 , 当 i 为 偶数 时 为 纯 虚 值 . 
现在 进一步 证 明 Backlund 变换 (4. 197) 式 和 以 上 所 描述 的 Darboux 
变换 是 一 致 的 . 
把 (4. 210) 式 改写 为 


ea te)/2 em he 


h,’ 


KF EWI, AIH hi, he 所 满足 的 (4. 212) 式 ,得 到 


Car Fae — ig, sink 5" (4. 218) 
关于 5 微分 ,利用 (4. 212) 式 ,又 有 
(ai — a) ETE sinh? (4. 219) 


a ay ae m S (4. 197) 式 经 过 组 合 后 ,就 得 到 (4. 218) 式 和 


(4. 219) 式 . 因此 所 得 的 a; 就 是 曲面 的 Backlund 变换 中 所 需 的 函数 ,从 


180 孤立 子 理 论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 


而 得 到 如 下 定理 : 

定理 4.14 利用 Darboux 变换 (4. 210) 式 和 Backlund 变换 (4. 194) 
式 ,可 以 显 式 地 作出 类 型 (d) 的 Bicklund 线 汇 及 其 类 空 和 类 时 的 焦 曲 面 
间 的 Backlund 变换 . 

例 4.1 我 们 从 平凡 解 a = 0 出 发 ,此 时 Lax 对 为 


0—1 0 lA 
o,— i| Je. * = + Je. (4. 220) 


2(1 0 2 一 IAA 0 
因而 可 取 其 基本 解 为 
eve” a l 5). 
= = [全 [一 一 . 4. 221 
$(1) Us bd (zt 6). — (220 


现在 可 以 通过 Darboux 变换 求 a ,这 时 由 于 a = 0 可 以 看 成 实 值 或 
纯 虚 值 , 故 可 通过 不 同 的 方法 作 ai ,使 之 成 为 纯 虚 值 或 实 值 . 先 求 实 的 a: 


SA=A, là |=1, 


n= (2 Eb 3r (4. 222) 


为 实数 . 可 取 X = 和 时 Lax 对 的 列 向 量 解 为 
hi = eh tbe, h, =— ien +bie™. (4. 223) 
RY b ASR, Rt] 7 
hh, _ 
hih: 


不 妨 取 为 正 数 并 将 其 吸收 到 y, 中 ,使 X 添上 一 常数 项 ,所 以 可 取 5 二 1. 
由 (4. 210) 式 得 


— |]. 


hy _ ee 
en”? = i. = m T — tanh yı (vi >0), 
i : 


同时 


ZN2 oi 
en^ = coth y, 


因而 
cosh 一 coth(251), sinh = =— cosech(2 ). (4. 224) 


在 为 < 0 时 ,(4. 224) 式 右 端 要 改变 符号 ， 
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a 王 0 并 不 对 应 于 类 时 的 曲面 ,但 可 以 是 一 个 正 交 标 架 系 ,由 (4. 124) 
式 一 (4, 126) 式 


dr = due,, de, = 0, de, = dun, dn = dve, (4. 225) 


r=(u,0,0), e =(1,0, 0), 
e; =(0, sinh v, cosh v), (4. 226) 
n =(0, cosh v, sinh v). 
而 依 (4. 194) 式 可 得 到 参数 表示 的 类 空 的 负 常 曲率 曲面 
r* = (u+ lcoth(2yi) , — lcosech(2y; )sinh v, 
一 lcosech(2y, )cosh v). (4. 227) 


根据 一 般 理论 ,上面 作 出 的 wa —— 2tanh ! (sech(2yi )) É sinh-Laplace FF 
程 的 一 个 解 , 它 在 (u, v) 参 数 平面 上 除去 7 = 0 这 条 直线 外 有 意义 , 0 
时 ,曲面 上 的 点 趋 于 无 限 远 . 

再 作 一 次 Darboux 变换 . 先 写 出 


® (4) = D(A) GA) 


hi 
0 & 
= EPI hə | e” M 
À S Y Y 
1 hz 0 le le 
hi 


(1—Acoth ne (1+ Acoth n Je" 

A, Ai 
À À EX 

—i(1— f-tanh y Je (1+ tanh y. Je ý 

Ai Ài 
(4. 228) 
BY Az 使 | Az |= l, id Az/ii = er (x 实数 )， 
hi = (1— e*coth yi )e* +4(1 + e*coth yi)e7* , 


(4. 229) 
hs = i(— 1 + e*tanh yı )e? +ib(1 + e*tanh yi)e* , 


这 里 
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y: 一 (5 ED ar (4, 230) 
是 一 实数 . 现在 要 得 出 的 解 应 是 纯 虚 的 (8 —— ia 应 该 满足 sine-Laplace 
方程 ) ,所 以 要 求 (4. 211) 式 成 立 ,容易 验证 ,2 取 实 数 即 可 做 到 .事实 上 ,这 时 


hi =— ih;coth y,e *, (4. 231) 
/ | 2 
1 
—| e^ = ———coth!y, = 1. 
h^ e coth? y, CONDE 


` yo h E h’ ap 7 . . 
在 (4. 210) 式 中 ,将 a 改写 为 ai , LANS 就 得 出 Q2 一 ig, 8 是 sine-La- 
1 1 


place 方程 的 解 , 从 而 可 以 得 到 cos, sin 的 显 式 表达 式 ,并 且 可 以 由 此 
YE Backlund 变换 而 得 到 类 时 的 负 常 曲率 曲面 . 
现在 希望 由 a = 0 得 到 纯 虚 的 a. 从 a = 0 的 Lax 对 基本 解 (4.221) 


式 选 取 列 向 量 | E 


1 


h 
h, 


=1, (4. 232) 


Bl " 
en 十 | b l^ en — (b-- b) = 
e?’ +| b |? e7% 十 (5 十 5) ? 
因而 2 必须 为 纯 虚 数 . A | 6| 可 以 吸收 到 en rp i RT AR — i, 现 取 
b 一 1， 


(4. 233 ) 


h = eh Lie", h,--—ieh—en, (4. 234) 
由 此 得 
gli c iv? = tanh(2y, ) —isech(2y, ), 
1 


gu 一 一 a oni? Sedet 29): 
2 


^a E iB; , TARZ: 


cos A. = tanh(2yi), sino —— sech(2y,), 
(4, 235) 
È = cos (tanh(2y,)), 
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(ap — anp) duts- ysoo 


=’. l3 ‘Į = 


pe 203 一 mp quis 第 


ap zUUIS 一 np zUsoo = Į 


( 9S quis + 2% yso)? +4 = „d 


In quis 一 Typ — "nip Ip AG Rise zy ty "ET. 
v Bg 'I—M 
n quis = ^^p — ""p v (S dsoo + tae E quts)1 十 4 一 „4 * 
rz € 
(2P 一 mp) us- soo —— JI 
3a. a ‘Į = 24a = Ioa Z Z 
ID uts —= ^^lp — ""ID In quz fpes Mise np ee? 三 本 
E RE 
i MAE'I M 
D UIS 一 一 any nnp D (22 us + 22 soo) 14 = „d A 
Er? “2 
(ap — p) E uis. soo = Jy 
ó Z 
Ip uis 一 an]p | nhIp In 2P- zUIS 十 zp S800 一 了 
DUIS — ^^p 一 ""D vt ( ta urs + tae soo — 4 = 
ell I 


A 7 GG Gch Me HO X 


孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 


184 


In quis — lov 


Duis = Dy 


Im Usoo 一 anim 


@ysoo = anm 


F 
w 
n 


YER xnoqieq 


JUS Es 
( ga uis + 1o. soo )7 + 44 d 


— 2 2A 
= 2 —-— 9 


( quis 十 la—7 E dsoo )1 十 4 = ,d 


Weg Ase 

T —= 99D 

ýk 

T = «qv 

(449-4 100)] +A = "4 


zə la ‘0 = fa = Ja 


Te Me 

I —= gp 

3G 5258 

T = qp 

(2294 120)] 4-4 = .4 


WA punppeg & [Owe 


GP 十 DP qurs- = ys% = II 


api: Quis + ,np-—— c so» = J 
BIR sz3e 'L—— M 


* 


np) us- soo = JĮ 


C é 


SP ZUIS — pem z509 一 了 


Ig Mise I—— M 
4 


apnp? qsooz 一 一 J] 

z2P 十 apnpo quisz — ;PP 一 一 
aug 74 “ty 
il HA se 'D—»M 


apapa 一 一 ; 

z2P + 2p? ps2 —— 
ty = 
iA Se ‘T= M 


riz ^9 
I od “9 
| "ty 
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f. 就 是 sine-Laplace 方程 的 解 . 这 时 Darboux 阵 为 


paaie es diee (4. 236) 
‘= Ar 一 ie ^? 0 i 
而 基本 解 
® (A) = D(A) BA) 
y ms —a,/2 一 7 A —a,/2 
Ol or). cera e ) 
= ^ n ; (4, 237) 
-一 ]ey — A paq ie "ll A an 7? 
á (1 a ) ( xe ) 
Wa, $E | A, |= 1, Badr e", p= XXX 的 意义 如 前 , BX 
hi = eh(1—e^e^?)-F be (1+ e^e7), 


| (4. 238) 
h, ——ie^ (1— een?) + ibe 2 (1+ ee”). 
EX b 为 纯 虚 数 , 则 有 下 式 成 立 : 
hi =h eea, hy = hice”, (4, 239) 
因而 A 
h;hi — 
= 二 一 
hihi 
所 以 EL | 
h h 
e2? 一 i6 4 ， ew ice” (4, 240) 
1 hz 


是 正 的 实 函 数 , 由 此 定 出 的 a 满足 sinh-Laplace 方程 . R] FH ei 和 a 可 以 
用 与 上 一 段 类 似 的 方法 作出 相应 的 Bäcklund 线 汇 及 类 空 的 负 常 曲率 曲 
面 和 类 时 的 负 常 曲率 曲面 . 

Backlund 线 汇 和 有 关 的 各 种 常 曲率 曲面 列 于 表 4. 1 中 . 


$4.4 正 交 标 架 和 Lax 对 


现在 考虑 Rs 中 负 常 曲率 曲面 的 正 交 标 架 和 sine-Gordon 方程 的 Lax 
对 的 关系 . 
群 SU(2) 是 形 为 
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ao 十 all a: + azi 
sf = | | (4. 241) 
— à; 十 asl ao 一 Qil 
(ao, ai s Az, Q3 为 实数 ， ai 十 ai 十 o 十 as 一 1) H9 2x 2 阵 所 组 成 ,x% X s 
E WW* A= I K dets — 1. Lie 代数 su(2) 是 由 形 为 
| Bi y ài 

—ycài 一遍 
的 2X2 阵 组 成 的 线性 空间 ,其 中 A 满 足 A* +A=0,trA=0. 

群 SO(3) 由 行列 式 为 1 的 三 阶 正 交 阵 所 组 成 ,其 Lie 代数 yo(3) 由 三 
阶 反 称 阵 所 构成 . 对 应 


| (8, y, 6 是 实数 ) (4. 242) 


Bi y+ i pi eg 
' 1 1 1 = 
ote =: | 一 B 0 y (4. 243) 
So. =y Q 
是 su( 2) fI so(3) 的 一 个 同 构 ,其 意义 是 
[cA , cB ]= ol A, B]. (4. 244) 


so(3) 和 su(2) 的 同 构 是 早已 熟知 的 , 同 构 的 表达 式 不 是 唯一 的 ,因为 它 可 
以 由 so(3)( 或 su(2)) 的 自 同 构 而 改变 ,我 们 选取 的 (4.243) 式 是 为 了 后 
文 的 方便 . 这 个 Lie 代数 的 同 构 可 以 提升 为 李 群 SO(3) 到 SU(2) 的 双 值 
了 映照 rr ( 见 引 理 4.1、4.2). 

根据 (4. 33) 式 , 负 常 曲率 曲面 的 正 交 标 架 所 满足 的 微分 方程 为 


a f a 
0 二 Sin 一 
2 


e; 2 el 
€» 一 = > 0 0 €; 
i = sin 0 0 
(4. 245) 
0 = 0 
€i 2 €i 
€? 一 | 一 > 0 — cos C €; 
n n 


第 4 章 常 曲率 曲面 .Backlund 线 汇 和 Darboux 变换 


利用 同 构 c, 得 到 2 X 2 阵 的 一 个 方程 组 


fei isin 
1 2 2 
P, = = P, 
isin% —%Ẹi 
2 2 
Quii — cos & 
1 2 2 
P, = = P, 
cos =e 
2 2 
这 里 更 是 2X2 阵 , 它 和 正 交 标 架 的 具体 关系 将 在 后 文中 再 说 明 . 
¿= u+ v _u—v 
2. cue oo 
如 前 ,有 
2i — eg 
V. = v, v, 二 Y, 
ei^ — zi 
i Ea 7i e? 
WM, zi Y. 
— ge em 
2 
令 
e «4 0 
j= | | ly. 
0 e^ 
则 E PU 
£ 2 | ua 0 , 
一 al 1 
o,—-l| " “|e 
2 | 一 1 ai 


4 £-—24, p= ns THES, ni wN £, 7, URA Lax 对 
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(4. 246) 


现在 引入 


(4. 247) 


(4. 248) 


(4. 249) 


(4. 250) 


(4. 251) 
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这 样 ,就 得 到 sine-Gordon 方程 的 另 一 种 形式 的 Lax 对 . 
注 4.4 ”要 注意 , 当 作 变 换 ene, qt Lax 对 (4. 251) 式 的 导出 


只 是 “形式 上 ”的 . » (26, z (A 关 1) 并 不 是 a (6, pA Lax 对 
(4. 251) 式 的 解 ,只 有 在 (4. 251) RAH alt, p BH afas, Tj, 


ofa, 1 | 才能 满足 它 . 但 a (26, 7 jug sine-Gordon 方程 的 解 . 
ik4.5 如 果 用 su(2) 的 同 构 


RGB ABO Hh, Lax 对 (4.67) 式 就 化 为 (4.251) 式 . 
Darboux 变换 的 作法 完全 和 3§ 4. 3 相仿 ,此 时 Lax 对 的 形式 也 相同 ， 
Re C, CBRN E, 7. 为 保证 实 的 a( 纯 虚 的 ia), 在 此 取 X# 为 纯 虚 的 及 
: = 1 就 能 达到 目的 ,这 里 就 不 详细 叙述 了 . 

为 了 寻 出 正 交 标 架 和 Lax 对 的 基本 解 的 关系 ,还 需要 有 与 Lie 代数 
su(2) 到 so(3) 同 构 (4. 243) 式 相对 应 的 群 SU(2) 到 SO(3) 的 映照. 

5|38 4.2. 设 WESU(2) 由 (4.241) 式 所 定义 ， 


he 
h 


a; +a? — aj —ai 2(aaı — aza; ) 2(aoas +aiaz) 
r(w) 一 | 一 2(aoal 十 azas) ai +a?—a?l—a? 2(ava:— aa) 
2( 一 aoas ta,;a,) 2( 一 aoas 一 asal) ai —aà-—ai-ai 
(4. 252) 
为 SU(2) 中 一 般 元 素 (4. 241) X3] SOC3) B] — BREF , EM E SE 
一 个 二 对 一 的 映照 .并 且 若 更 满足 (4. 248) X, Mc WY Je (4. 245) X. 


证 明 ”要 证 明 的 事项 有 : 


第 4 章 常 曲率 曲面 .Backlund 线 汇 和 Darboux 变换 189 


(i) r(x%) € SO(3) 是 满 的 映照 ; 

(ii) 同 态 性 质 , 即 zr( AB) = r(4)r(2); 

(iii) (L) = (2) 的 充 要 条 件 是 8 — A; 

(iv) r: SU(2) 一 SO(3) 诱 导出 Lie 代 数 间 的 同 构 , 从 此 就 成 立 ; 者 % 
是 一 些 参数 的 函数 , 则 (dr(%))(r(%)) =o (d4) sd). 

这 些 事项 是 SU(2) 和 SO(3) 的 基本 关系 ,在 Lie 群 中 是 熟知 的 简单 
事项 ,不 过 在 这 里 比较 具体 化 了 ,它们 都 可 以 用 计算 来 证 实 , 这 种 计算 都 
是 很 直接 的 ,在 此 从 略 ， 图 

此 外 ,还 有 如 下 引 理 成 立 : 

引 理 4.3 设 (o)E SO(3), 那么 由 下 式 定 出 的 ao, ai, a2, as Ñ 
阵 (4. 241) 式 满足 r(%) = (a): 


ai == Oca + àz 十 ass ) ， 


l 


ai mE 40 t ass — Gn — an), 

2 1 
a: = gz tan — a22 — az), 

(4.253) 
a3 = Ian — ayy — az), 
aja, = X 2n — an) Apa, = a — az ) 
4 i 4 i 

aga; = a; — ay) 

0 23 4 13 31 J- 


a; 中 任何 一 个 (如 a6) 符号 取 定 后 ,其 余 a; 的 符号 也 就 确定 了 . 在 不 
会 引起 混 请 时 ,我 们 用 r (4) 记 这 个 双 值 映照 的 某 一 文 . 

现在 可 以 讨论 Lax 对 的 解 和 负 常 曲率 曲面 Chebyshev 标 染 的 关系 . 

先 考 察 = 1 的 情形 : 设 负 常 曲率 曲面 的 Chebyshev 坐标 表示 为 已 
知 ,将 ei, e, n 排 成 一 列 , 得 出 一 个 SO(3) 中 的 阵 . B 


e 4 0 € 
(1, £, 7) = | 0 M C2 


n 


' (4. 254) 


根据 上 面 的 叙述 就 可 知 (1, 6, 力 满足 Lax 对 (4. 250) [BERE A = 1. 
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相反 地 ,如 更 (1, £, 力 为 Lax 对 在 人 一 1 时 的 解 , 且 取 值 于 SU(2)( 只 要 在 
某 一 点 满足 此 条 件 ,就 处 处 满足 此 条 件 ) , 则 


€1 e a4 0 
€; -| AC (4.255) 
n 0 E 
给 出 了 正 交 标 架 ,再 积分 
dr 一 cos 5 due; 十 sin dve: (4. 256) 


就 得 到 了 负 常 曲率 曲面 的 Chebyshev 坐标 下 的 表示 . 注意 到 (4. 256) X BS 
可 积 条 件 满足 ,从 (4. 256) 式 作出 ”只 需 作 单纯 的 积分 而 不 是 解 线性 微分 
方程 . 

这 样 就 得 到 负 常 曲率 曲面 的 Chebyshev 标 架 和 Lax 对 的 解 B(1) 的 
相互 对 应 关系 ,二 者 可 利用 (4. 254) 式 和 (4. 255) 式 相互 确定 . 


FH OQ, & PUB Ea, o T Moa, Sam) 
满足 


1 


AH a (61, M = o( 28s, *). 我 们 重 记 &, m €, pie dfa, a in) = 


d (1, £, 5); ' E. 250) 式 ,但 其 中 的 a 应 该 为 a (=, Aq) = a, (&, 5). 


注意 到 w [529 sine-Gordon 方程 的 解 , 它 也 对 应 于 负 常 曲率 曲面 S, ,这 是 
和 4 有 关 的 一 系 负 常 曲率 曲面 . S 到 S, 的 变换 称 为 Lie PM, ， 是 
S. Lie 研究 过 的 . AMP EH: 

定理 4.15. 对 于 实数 4(4 关 0 ),Lax 对 (4.251) 式 的 解 (Rf 28$ 
曲率 曲面 S, 的 Chebyshev 标 架 可 以 按 对 应 c 互相 确定 . 

因而 在 解 出 Lax 对 以 后 ,不 仅 使 Darboux 变换 可 进行 ,而 且 也 给 出 
原来 曲面 的 Lie 变换 的 Chebyshev 标 架 ,这 使 求 Lie 变换 化 为 单纯 的 积 
分 . 然后 可 继续 作曲 面 的 Backlund 变换 和 Darboux 变换 ,就 能 用 纯 代数 
算法 得 出 一 系列 负 常 曲率 曲面 及 其 Lie 变换 族 . 
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据 此 ,我 们 可 把 4. 2.4 节 中 关于 R 中 负 常 曲率 曲面 的 图 解 再 增补 如 下 : 


au. s% a, Lax 对 的 
a —> Lax 对 的 解 S SR EEE - 
i 及 其 Lie 变换 


图 中 第 一 、 二 个 “一 ~” 是 由 求解 线性 偏 微分 方程 完成 的 “= "是 由 
纯 代数 的 算法 完成 的 . 

对 于 R”! 中 的 各 种 常 曲率 曲面 ,可 以 用 同样 的 方法 建立 起 Cheby- 
shev 标 架 和 Lax 对 的 解 的 关系 , 即 建 立 起 Lax 对 和 曲面 的 Lie 变换 所 得 
的 曲面 族 的 关系 . 但 需 注意 的 是 ,这 时 应 有 Lie 代数 (以 及 群 )su(1, 1) 同 
so(2, 1) 之 间 的 同 构 , 而 Lie 代数 su(1, 1) 是 由 

AD 0 I 0 l^ m 
0 —1 0 —1j 
定义 的 2 X2 阵 所 构成 ,而 so(2, 1) 是 R? EfT9] 2g 1 的 Lorentz 变换 
0 BS 
-B 0 7 
ò y 0 


群 的 Lie 代数 ,其 中 元 素 形式 为 


$4.5 常平 均 曲 率 曲 面 


近年 来 ,常平 均 曲率 曲面 十 分 引 人 和 人 注意, 它 在 理论 上 和 应 用 上 均 有 
一 定 的 重要 性 . 在 理论 上 , 近年 来 构 作 了 浸入 于 欧 氏 空间 的 (和 环 面 同 豚 
的 ) 常 平均 曲率 曲面 , 使 Hopf 的 一 个 猜想 有 了 明确 的 结论 791, 在 这 里 
要 说 明 , 用 Darboux 变换 的 方法 可 以 从 已 知 的 常平 均 曲率 曲面 用 代数 的 
算法 构 作 无 限 系列 的 常平 均 曲 率 曲面 . 


4.5.1 欧 氏 空间 的 平行 曲面 


欧 氏 空间 曲面 S 的 每 一 点 沿 法 线 方向 移动 同一 距离 1, 就 得 出 男 一 曲 
面 ,这 就 是 S 的 平行 曲面 . 现 取 以 曲率 线 的 单位 切线 方向 为 ae，e: 的 正 交 
标 架 ,S 的 基本 方程 为 
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dr = we, (a-—1,2), 


de, = wie, Hwn, (4. 257) 
dn = w3e,. 
由 于 e, e 为 曲率 线 单 位 切 向 量 ,所 以 
wi = bnw, w= brw, (4. 258) 


bu ,baz 是 曲率 线 的 主 曲 率 . 
平行 曲面 S(1) 是 S 上 各 点 沿 法 线 方 向 移动 距离 ! 而 得 到 的 曲面 ,其 
方程 为 


r* —r- in, (4. 259) 
微分 得 

dr* = w*’e,, (4. 260) 
式 中 q^ = wt d lwg = (1—1d,, )w’. (4. 261) 


DI We, @ 仍然 为 S(7) 的 切 向 量 ,n 为 法 向 量 ,在 1 一 L611 750, 1 一 
lba 天 0 时 ,曲面 SC) 为 正则 的 ,fr* s 21, €, n) © SC) 的 单位 正 交 标 架 ， 
并 有 


1 1 3— 3 1 3— 3 2 
w? = wz, wi = w = bnw, we w = bzw. (4.262) 


另 一 方面 ,将 oT w RRN w”, w 的 线性 组 合 : 


*3 __ *1 * x2 _ h h* 1 3 x2 
e 1 一 bho + brew = bw — lb wi 十 pic , 


wi = bw a lb 5o; Th" ’ (4. 263) 
所 以 
bi — Ib ñ bu = by 9 bz Ts lb 3, b22 = by , bt, =; b3 = 0, 
(4.264) 
b b 
dj ese y= 4, 265 
从 而 11 1 == lb , 52» 1 E lb; , ( ) 


这 就 是 说 ,e! ，e: 仍然 是 S(1) 的 曲率 线 单位 切 向 量 ,其 主 曲 率 为 b, bz. 
因而 平行 曲面 SC) AY Gauss 曲率 和 平均 曲率 分 别 为 


b11b22 K 
"OILS GET 1D LEEK 4. 266 
" (1 一 ba)(1 一 1p22) -I-—2H-tL.K* ( ) 
H* iu (4. 267) 


~ 1—21H FER’ 
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式 中 H = Ls + bee) 为 曲面 S 的 平均 曲率 , 最 平凡 的 常平 均 曲率 曲面 
是 球面 和 圆柱 面 . 我 们 不 必 讨论 这 些 情形 . 
JH K 一 常数 , 若 H” 也 是 常数 ,由 (4. 267) 式 就 推出 
H(—2IH * 一 1) —— IK — H* (10  K). (4. 268) 
ERE MA M H TEXMEX S 非 球面 ,也 非 圆柱 面 ,K 已 为 党 
B, H 不 再 为 常数 ) ,所 以 有 


H* 三 一 六 1—P/K =0. (4. 269) 


从 此 可 见 ,K > 0,! =+ i . 相反 地 ,如 果 曲 面 S 的 平均 曲率 HH 是 党 
数 , 则 由 (4. 266) 式 得 


K(1—P?K*)—K*(1—2IH). (4. 270) 
设 K* 为 常数 , 则 (4. 270) 式 右 端 是 常数 ,但 K 不 是 常数 ,所 以 取 != s 


K* = 成 立 . 由 此 得 到 以 下 熟知 的 定理 ; 


定理 4.16 。 非 蒜 面 的 正常 曲率 曲面 (K = 7) 的 两 侧 , 各 有 一 张 距离 
为 /的 常平 均 曲 率 (H* =+ z ) 的 平行 曲面 , 非 球面 非 圆柱 面 的 常平 均 曲 


率 曲面 (H= 2.) 有 一 张 距 离 为 ! 的 平行 曲面 ,为 正常 曲率 曲面 (K = 7). 
从 此 得 知 , 欧 氏 空间 中 常平 均 曲率 曲面 的 构 作 和 正常 曲率 曲面 的 构 
作 是 同一 个 问题 
4.5.2 曲面 的 构 作 
这 一 小 节 讨论 欧 氏 空间 中 常平 均 曲率 曲面 的 构 作 . 为 此 ,我 们 考虑 非 
球面 的 正常 曲率 曲面 的 构 作 问题 ,这 时 并 没有 Backlund 线 汇 可 供 利用 ， 
但 是 仍然 可 以 用 Darboux 变换 ， 
前 已 指出 , 取 正 常 曲率 曲面 的 Chebyshev 坐标 ,(4. 38) 式 成 立 , 因 而 
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a . Q 
— d. ho 
0 2 sin 2 
€» = 2x 0 0 
n jJ, EE a 
sinh 7 0 0 
[64 
— 0 
€ ? 2 
e| = m 0 cosh 7- 
n $ = a 
0 cosh 7 0 
其 可 积 条 件 为 
Aa =— sinha. 


€; 


(4. 271) 


再 利用 Lie 代数 so(3) I su(2) 的 同 构 (4. 243) 式 ,可 以 得 到 一 个 方程 组 


P í — isinh 7- 
”2 isinh < ia, 
g 2 
is cosh 
Wi: 
"s : poss. c 
Tg 2 
ye T 
lU PE u —1U 
p= it, t= 
2 2 
可 得 
er — ie "7? 
f 1 
v. 224 V, — iY, Em 2 » 
ie”? =a 
ER: ie 
2 
Y = ,+iy, = 
2 ae 
— je ?"? t 


(4. 272) 


(4. 273) 


(4. 274) 
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令 
e "4 0 
o = | ; A (4. 275) 
e? 
就 有 
"(C l pi 
: 2 lie 0 i 
(4.276) 
—a i 
e 4| : le 
—i ar 


Hr C e Lm 1, Miah CST, Dua MaRS 
数 的 Lax 对 

(4. 277) 

E E 9 if 

其 可 积 条 件 仍 为 负 sinh-Laplace 方程 (4. 39) 式 . 这 里 也 有 一 个 值得 注意 

的 事项 , 即 由 以 上 步 又 推出 来 的 e (s AE) 固然 满足 (4. 277) 式 ,但 其 中 


的 a c (I AE) 是 和 》 有 关 的 . 同 $4.4 中 一 样 ,要 求 得 到 一 个 确定 的 


a(5, 5) 相 应 的 (A) ,就 等 价 于 求解 出 曲面 S 及 其 Lie 变换 所 得 到 的 正常 
曲率 曲面 族 Sy. 
正常 曲率 曲面 可 以 由 下 面 的 方法 进行 显 式 的 构 作 . KER WEAR 
数 x( 包 括 实 数 和 纯 虚 数 ), 有 
sinh(ri 十 a) =— sinha 


成 立 . 在 sinh-Laplace 方程 的 Lax 对 (4. 208) 式 中 , 令 1 为 一 MA,a WA rita, 
就 会 得 到 负 sinh-Laplace 方程 的 Lax 对 . 相反 地 ,我 们 也 可 以 实现 负 
sinh-Laplace 方程 的 解 ( 及 其 Lax 对 的 基本 解 ) 到 sinh-Laplace 方程 的 解 
(及 其 Lax 对 的 基本 解 ) 的 转化 . 这 样 就 可 以 利用 sinh-Laplace 方程 的 
Darboux 变换 来 实现 负 sinh-Laplace 方程 新 解 的 构 作 . REN a 为 负 
sinh-Laplace 方程 的 解 ,@ 为 Lax 对 的 基本 解 ,算法 如 下 : 
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(a, D(A) ) (az ， o, (A)) 
a = int d X =— ix 
A= in’ a =a— ir 


; "-— 两 次 Darboux 变 "TP 
ugue ERES LO SE 


(4. 278) 
AP (a, (A )) 和 (az , dz (A ) ) € sinh-Laplace 方程 的 解 及 其 Lax 对 的 
基本 解 ,(a, G(A)) A (az, d (4)) 是 负 sinh-Laplace 方程 的 解 及 其 Lax 对 
的 基本 解 ,两 次 Darboux 变换 表示 


(a^, & (A )) — (af, 6/()) —* (az, Bi(X)), (4.279) 


其 中 w 为 纯 虚 的 az 为 实 的 . 这 种 过 程 已 在 $4.3 中 详细 叙述 过 了 . 
EER (a2, 4, (A)) 之 后 ,再 依 由 (4. 271) 式 化 到 (4.277) 式 的 逆 运 
e 


e, | 这 时 没有 Backlund 线 汇 ,不 能 用 代数 


n 


/ 


算 , 可 由 @ 得 到 相应 的 标 染 


方法 得 出 曲面 的 表达 式 ,但 


oS cosh du, oo = sinh do (4. 280) 


为 已 知 ,方程 
dr = wei twe, (4. 281) 

的 可 积 条 件 满足 ,所 以 正常 曲率 曲面 ” 可 以 通过 普通 积分 ( 即 不 必 解 微分 
方程 ) 而 得 到 ,不仅 如 此 ,这 正常 曲率 曲面 的 Lie 变换 也 可 以 得 出 ,这 就 是 
应 用 Darboux 变换 构 作 欧 氏 空间 R 中 正常 曲率 曲面 的 方法 . 如 果 一 个 
正常 曲率 曲面 及 其 Lie 变换 都 已 知道 , 则 其 算法 就 是 纯 代数 算法 加 上 普 
通 的 积分 . 

根据 上 面 的 论述 ,常平 均 曲率 曲面 和 正常 曲率 曲面 是 相互 平行 的 . 新 
的 常平 均 曲率 曲面 就 由 新 的 正常 曲率 曲面 的 适当 的 平行 曲面 得 出 的 (此 时 
K=1,l=+1). HT bi Abn, bib, = 1, 所 以 1 一 bn #0, 1 一 bz 40,7 
而 平行 曲面 是 存在 且 正 则 的 . 

定理 4. 17 “如果 知 道 一 张 在 Chebyshev 坐标 表达 下 非 球面 的 正常 曲 
率 ( 常 平均 曲率 ) 曲 面 及 其 Lie 变换 , 则 通过 代数 方法 并 作 一 次 普通 积分 就 
可 以 得 到 新 的 非 球面 的 正常 曲率 曲面 (常平 均 曲率 曲面 ) 及 其 Lie 变换 . 
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这 个 过 程 可 以 无 限 地 延续 下 去 ,所 以 只 要 知道 互 为 Lie 变换 的 一 族 
非 球面 的 正常 曲率 曲面 或 常平 均 曲率 曲面 ,就 可 以 显 式 地 得 到 无 穷 系列 
的 这 类 曲面 ,但 和 负 常 曲率 情形 不 同 , 那 时 的 算法 是 纯 代 数 的 ,而 这 时 还 
要 作 一 次 积分 . 


4.5.3 Minkowski 空间 的 情形 [3 


需要 区 分 曲面 为 类 时 或 类 空 的 情形 . 
(D 类 空 情形 
设 S 是 类 空 常 曲率 曲面 , 取 曲 率 线 单位 切 向 量 el ,e 和 法 线 n 组 成 
EZME 
wi = buw, w = bao. (4, 282) 
由 于 el =e = 1, n =—-1, 所 以 wi = 3, wi = wi. 
平行 曲面 S(2) 的 方程 为 


r' —r-in, (4. 283) 
微分 得 
dr* = we, + lose, 一 c'e, i (4. 284) 
所 以 
w*! = w + lw} = (14+ lbi )w' , 
(4. 285) 
wo? =e dle dl1b;)w. 
由 于 we = ws, 
所 以 
RS bii Mecum b22 ER 
11 1 十 lb , b; 1 十 lb, , bi 0. (4. 286) 
由 此 得 
K* 一 一 bt, b}, — ee: NES 
1+2lH —PK' 
(4, 287) 
* == i Lo x — 五 一 不 
AL Be) 1+ 21H — UK’ 


现 设 K 为 常数 ,五 为 非常 数 ,五 * 为 常数 ,由 于 


H(2IH * 一 1) —— IK —(1—PK)H* , 
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所 以 
HP Sax aaa (4, 288) 
相反 地 ,者 H 为 常数 ,K* 为 常数 ,K 为 非常 数 , 则 由 


K(1+2K*)=K* (A4-21H), 


可 以 得 到 
H =- 53>» K* we gut (4. 289) 
从 而 有 如 下 定理 : 


定理 4. 18 ”对 每 一 个 Gauss 曲率 为 一 去 的 类 空 曲 面 ,与 它 距离 为 十/ 
的 两 张 平行 曲面 为 常平 均 曲率 , H — Lo 每 一 平均 曲率 为 一 部 的 类 空 
曲面 如 非常 曲率 曲面 , 则 必 有 一 张 和 它 距离 为 /的 负 常 曲率 曲面 ,其 
Gauss 曲率 为 一 去 ， 


一 般 的 类 空 的 常平 均 曲 率 曲 面 和 类 空 的 负 常 曲率 曲面 的 构 作 方法 
(H $ 4.2) 是 相互 等 价 的 (因为 它们 互 为 平行 曲面 ). 从 而 有 如 下 定理 : 

定理 4. 19 ”从 一 平均 曲率 为 常数 的 类 空 曲面 出 发 ,经 过 构 作 平行 曲 
H „Bäcklund 变换 和 Darboux 变换 等 方法 ,可 以 构 作 无 限 系 列 的 类 空 常 
平均 曲率 曲面 . 如 果 初 始 曲面 的 Chebyshev 标 架 及 其 Lie 变换 为 已 知 , 则 
算法 是 纯 代数 的 . 

注 4.6 我 们 并 不 排除 这 一 无 限 系 列 具有 周期 性 的 可 能 . 又 这 时 
Backlund AIL BF § 4. 3. 3 中 的 情形 (d) , 作 Backlund 变换 时 中 间 要 经 过 
类 时 的 负 常 曲率 曲面 . 

(2) 类 时 情形 

现 设 S 是 类 时 曲面 , e? = 1, @ ——1. 与 类 空 情 形 相 类 似 , 但 这 时 
wi = 一 os , m = 3 故 有 下 式 成 立 : 


by x b 
— = š 4. 290 


* 一 
bh = 


由 于 K ——bub5,H-— i0. — b»), 所 以 有 
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K " H — IK 


Ro um e a P ERU mu NE 本 
rnr F Sio 
从 K 为 常数 .里 * 为 常数 推出 
qc E 
H*-—-3, K= (4, 292) 
从 K* 为 常数 , 为 常数 推出 
和 (4. 293) 


an P 
从 而 有 如 下 定理 : 

定理 4.20 类 时 正常 曲率 曲面 (K= 云 ) 的 两 侧 距 离 为 /的 平行 曲 
面 是 平均 曲率 为 土 序 的 常平 均 曲率 曲面 在 类 时 常平 均 曲率 { 严 一 27) di 
面 的 一 侧 有 一 张 正常 曲率 的 平行 曲面 ,距离 为 ,Gauss 曲率 为 二 


所 以 构 作 类 时 常平 均 曲 率 曲面 的 问题 和 构 作 类 时 正常 曲率 曲面 的 问 
题 是 等 价 的 . 

定理 4.21 已 知 一 张 类 时 的 正常 平均 曲率 曲面 ,可 以 通过 作 平 行 曲 
H Backlund 变换 和 Darboux 变换 , 求 得 无 限 系 列 的 类 时 常平 均 曲率 曲面 . 

这 时 Backlund 线 汇 属于 $4.3.4 中 的 情形 (2). 如 果 知 道 初始 曲面 的 
Chebyshev 标 架 及 其 Lie 变换 , 则 算法 是 纯 代数 的 . 


$4.6 射影 空间 的 周期 Laplace 序列 


4.6.1 曲面 的 Laplace 变换 


射影 空间 P? 由 三 维 欧 氏 空 间 添 上 无 限 远 平面 而 构成 . 更 精确 地 说 ， 
对 4 维 向 量 空间 R* ,其 中 元 素 为 z = (21, xz, 23, zs). 作 R\10|, 即 集合 
Gn, 22, xs, xa 不 全 为 零 } ,并 令 z(E R'\10|) 与 4+(4 关 0) 等 价 .这 种 
等 价 类 便 定义 为 中 的 一 点 . 换 句 话说 ,P 中 的 点 由 (zi , T, xs, Zs) 定义 


200 孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 


(xi, °°, x4 不 全 为 0), 但 Ax = (Axi, Avr, A35, Ar, )A40) 与 过 表示 同 
一 点 . Gi , x2, X3, x4 ) Ml Ax = (Azi, Azo, Axa, Axa) 称 为 此 点 的 齐 次 坐 
标 . 一 个 点 的 齐 次 坐标 确定 后 ,这 一 点 就 确定 了 ,但 成 比例 的 齐 次 坐标 表 
示 同 一 点 .如 zx 关 0, 则 P? 中 点 (zx, y, z, 1) 的 集合 (x, y, z) 可 以 看 成 
是 三 维 欧 氏 空间 ( 仿 射 空间 ) 中 的 点 的 坐标 ,而 (zx, y, z, 0) 则 可 看 成 为 无 
限 远 点 ,无限 远 点 的 全 体 构 成 无 限 远 平面 . 我 们 研究 射影 几何 时 没有 用 
R 的 欧 氏 度量 ,只 是 讨论 在 P 中 的 射影 变换 


4 
zı = Diagz, (i=1,2,3,4) (det(a,) #0) 
j=l 


下 不 变 的 性 质 ,特别 是 两 个 不 共 线 的 点 z 和 y 的 连 线 是 Mz 十 py 的 集合 ， 
三 个 不 在 一 直线 上 的 点 z，y，z 所 决定 的 平面 是 Xz 十 py 十 oz 的 集合 ， 
(A, DRO, y, o) 不 全 为 0. 
我 们 用 
x = x(u, v) (4. 294) 
或 
Zi = x;lu, v) (4. 295) 
表示 一 张 曲 面 .z 和 zx, 的 连 线 是 曲面 的 曲线 ( 即 v — 常数 的 曲线 ) 的 切 
线 ,z 和 x, 的 连 线 是 曲面 的 v 曲线 的 切线 . 假定 作为 4 维 向 量 的 x, x, 
z, 是 线性 无 关 的 . 这 样 就 表示 两 条 切线 不 会 相互 重合 , 切 平面 是 存在 的 ， 
这 也 保证 了 曲面 的 正则 性 . 
我 们 选取 曲面 的 参数 (u, o) ,使 沿 着 v 曲线 ,w 曲线 的 切线 i 构成 一 
张 可 展 曲面 ,这 就 是 说 ,在 各 条 i 上 存在 点 Xx 十 x。，, 使 得 v 变动 时 这 些 点 
所 画 的 曲线 也 以 i 为 切线 ,其 解析 条 件 是 


(Ax + ty). = Luv tat, tar (4, 296) 
为 x 和 x 的 线性 组 合 ,因而 曲面 的 参数 表示 clu, v) E 
Li, tax, 十 prv 十 cz = 0. (4. 297) 


相反 地 , 如 果 xz 满足 (4. 297) 式 ,在 xx 曲线 的 切线 妃 上 取 一 点 
y = z, the, ? v 变化 时 (w 固定 )， 


y, = (z, tbr), = x, tba, +b, x 


=— az, + (b, —c)x (4.298) 
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为 x, 和 x 的 线性 组 合 , 因 而 也 在 到 之 上 ,所 以 到 组 成 一 张 可 展 曲 面 . 
由 于 (4. 297) 式 在 形式 上 是 对 称 的 ,所 以 (4. 297) 式 成 立时 , 沿 * 曲线 
TU v 曲线 的 切线 也 构成 可 展 曲面 ,这 样 两 组 参数 曲线 组 成 一 个 共 轿 网 ua, 
v 就 称 为 共 示 网 参数 .事实 上 ,这 个 概念 在 普通 微分 几何 中 的 欧 氏 空间 曲 
面 论 里 已 经 见 到 过 . 
由 (4. 298) 式 可 以 看 到 , Yu Hay, 是 x 和 xz, 的 线性 组 合 ,因而 也 是 
yo My 的 线性 组 合 , 从 而 y 满足 形 如 


Yu Fay thy, tay = 0 (4. 299) 


NA ka, b, ci 是 适当 的 函数 . 从 此 可 见 ,u, v 参数 在 曲面 y(u, v) 
上 也 构成 一 个 共 力 网 . 曲面 y(u, v) 记 为 Si , 它 为 S 的 Laplace 变换 (wu 方 
Fl), EMS 有 公共 的 切线 . Si S 是 一 个 线 汇 (S 的 w 曲线 的 切线 所 构 
成 ) 的 两 个 焦 曲面 . 由 于 S 的 v 曲线 的 切线 就 是 Si HJ v 曲线 的 切线 ,S 是 
S; 在 v 方 向 的 Laplace 变换 . 从 S, 也 可 再 作 方 向 的 Laplace 变换 ,得 到 
S; ,然后 得 到 S, Si, …. 同样 ,从 S 作 w 方 向 的 Laplace 变换 ,得 到 曲面 
系列 S-1,S-;,…. 把 S 记 为 So, 就 有 伸 向 两 侧 的 曲面 序列 


Pes S S233 Ss So, Sus $i, 93 ， Ut, 


在 其 中 ,Si+1 是 S; BS u DIB Laplace 变换 ,S;_1 是 S; 的 v 方 向 的 Laplace 
变换 1 和 4 . 前面 讨论 过 的 Backlund 线 汇 和 Backlund 变换 是 其 特殊 情况 . 

一 般 来 说 ,曲面 的 Laplace 序列 是 一 个 无 限 的 序列 ,但 如 果 有 S = S, 
就 成 了 一 个 封闭 的 Laplace 序列 ,或 周期 的 Laplace 序列 . 


4.6.2 苏 链 (Finikoff 构图 ) 5?. 


考虑 一 个 周期 为 4 的 Laplace 序列 ,其 四 张 曲 面 S, S, S, 5(5,—5) 
表示 为 
M; = Mi(u, v), 
M; 是 一 个 4 维 向 量 . 依据 定义 ,Mi 的 “方向 导数 是 M 和 M, 的 线性 组 
合 ,M 的 v 方 向 导数 是 M 和 Mi 的 线性 组 合 ,对 M, Ms, M, S 
似 的 情况 ,因而 有 
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M; a, à 0 0)(M, 

M, 0 à» b, 0 M, 

M, 0 0 a3 b, M; f 

M, ù b, 0 0 a4 M, 

(4. 300) 

M, Pi 0 0 qi Mi 

M; lg à 0 0 M; 

M; 0 qs; b OJ||M; i 


Mi), 0 0 gq 加 M, 


因为 M; , M; , Ms , M, 是 齐 次 坐标 ,所 以 可 用 o Mi (o; 40) 代表 M, 而 使 
方程 得 到 简化 ,例如 用 oM 代替 Ms 时 ,有 下 式 成 立 : 


(aM), = bs ta )(s M; ) +Z (s M), 
2 


可 选取 o, 使 co +a, — 0, 由 此 可 见 ai DI az, as, a4 均 可 转化 为 0. 
此 外 , 还 可 以 利用 可 积 条 件 作 进一步 的 简化 . Finikoff 和 苏 步 青 在 20 世 
纪 30 年 代 从 几何 性 质 出 发 , 提出 一 个 特殊 的 周期 4 的 Laplace 序列 , 在 
文献 中 称 为 苏 链 或 Finikoff HA, 它 除 了 人 上面 所 说 的 那些 简化 外 , 还 有 
一 些 特殊 的 几何 条 件 '”'”， 从 而 它 的 微分 方程 有 更 特殊 的 形式 . 我 们 就 
用 Darboux 变换 研究 这 种 构图 . 为 今后 讨论 方便 起 见 , 把 M; , Ms 记 为 
Ni , Nz; M: 9 M, iu N; , N, ,这 一 刻画 苏 链 的 微分 方程 为 


N, 0 0 —e* 01fN 
N:| 1|0 0 0 e*|N 
NI 2]o €é 0 0l|lN' 
Ni, e 0 0 0) LN, 
(4. 301) 
N, —é, 0 0 1)(N, 
N 2 1 0 e $, 1 0 N 2 
N| 2|-1 0 $& ONT 
Neds 0 1 0 $) LN, 


我 们 的 目的 是 利用 Darboux 变换 来 显 式 构 作 苏 链 ,并 得 出 其 若干 
PE m ol. 
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为 此 ,利用 变换 a > o> io 而 引入 谱 参数 》 ,使 得 苏 链 的 微分 方 
程 (4. 301) 式 具有 谱 参 数 ,从 而 成 为 一 个 Lax 对 


0 0 一 ef 0 
eNO Oo HON et 
210 ef 0 0 


(4. 302) 


0 a 0 $, 


这 时 显然 可 见 ,Lax 对 不 单 是 求解 微分 方程 的 工具 , 它 的 解 本 身 就 是 
我 们 所 研究 的 对 象 , 且 是 依赖 于 参数 4 的 一 系列 苏 链 . 此 Lax 对 的 可 积 条 
件 ( 设 和 4 无关) 为 
$,, = sinh $. (4. 303) 
虽然 知道 这 个 方程 可 以 用 Darboux 变换 求 显 式 解 ,但 我 们 的 目标 是 在 求 
4X4 阵 的 解 $B, 因而 要 求 作 4X4 的 Darboux ME. 由 于 直接 制作 4X4 Darboux 
阵 相当 困难 ,我 们 运用 一 定 的 技巧 ,通过 构 作 2 X 2 Darboux 阵 而 得 到 
4 X 4 Darboux 阵 . 


引入 2X2 阵 
zu 0 1 
a= , b= 
fe eee 
(4. 304) 
|， ] |: ; 
= O 一 
0 1 0 0 
可 以 把 U,V 写成 分 块 阵 的 形式 : 
- 
v -i|[. H yetip, (4. 305) 
eb 0 A 


2 
—4I 
Rm c= i|, P »-i[. 让 (4. 306) 


204 孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 


因而 Lax 对 具有 形式 
1 
ð, = aU, d$ — (C+ 4D jo. (4. 307) 
fg 2 X 2 的 Lax 对 
y, = UF, W=VY, (4. 308) 
| SG. HO: vet ~ 1(—-% VA 
式 中 T=} | V-— . 4. 309 
5 2 (é 0 211/ $ ( ) 


(4. 308) 式 就 是 在 3 4. 3 中 曾 出 现 的 sinh-Gordon 方程 的 Lax 对 ,只 是 那 
时 的 (&, w) 被 换 成 了 现在 的 (u, v). Bh, ho Æ 2X2 Lax X (4. 308) 式 当 
à = à 时 的 列 向 量 解 ,我 们 已 知 Darboux 阵 为 


o AÀ 1 àh 
~ A hz Ai hy 
D(a) =1-+ = , (4,310) 
Ai | hy 0 LÀ hs 1 
hi Ai hi 
而 sinh-Gordon 方程 的 新 解 为 
a = ey. (4. 311) 
作 2X2 阵 到 4X4 阵 的 对 应 
a al a 
cf A S «n» 
y 6 yb ôI 
在 这 个 对 应 下 , 阵 万 (A) 对 应 于 
I à ia 
D(a) = aie 4. 313 
(A) ET ( ) 
à hı 


在 此 用 分 块 乘 法 的 规则 和 万, h 所 满足 的 微分 方程 ,就 可 以 知道 (2) = 
DOJOQ) 满足 


D1, (A) = AU,4, (å), D1, (à) = Vidi (à), (4. 314) 
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这 里 Ui, V, 是 将 U,V 中 的 $8 换 为 (4.311) 式 中 的 加 而 得 到 的 . 
由 于 


hh 
人 1 he : 
ð (à) = (à), (4.315) 
LA EE I 
Ai hy 
关于 微分 ,为 使 (4. 314) 式 的 第 一 式 成 立 , 则 应 有 下 式 : 
—A(m àh 
ý Ai es E is À : Ai ha E pu 
à ffs 2] àh ep 0 
ERU Le a I 
Ay 人 IL 9 A, h, 
àh 
0 h ALA 
-&| j i y (4. 316) 
2leib 0 Ah I 
Ay hi 
用 阵 的 分 块 乘法 , 令 A^ 项 相等 ,就 得 出 (4.172) 式 的 第 一 式 
h 
$ — ats =F 
e s) Qr ^^y 
4 4 的 一 次 项 相等 ,就 得 出 
c dore pte ee 
cies 2 2 x 
(4. 317) 
ERE NE AU uS 
ln QE 


这 就 是 2X 2 Darboux Erp PE Fn e BEST JE 8278 TOM M , ho 是 2X2 Lax 
2 1 


对 的 列 向 量 解 时 ,这 方程 是 满足 的 . 

对 于 (4. 314) 式 的 第 二 个 方程 ,也 可 作 同 样 的 论证 ,这 里 就 不 重复 了. 
JURE ,利用 2 X 2 的 Darboux 阵 D(X) 得 出 的 D(A) 的 确 是 苏 链 的 Darboux 
阵 . 因而 得 到 如 下 定理 : 

定理 4.22 已 知 一 个 苏 链 和 它 相应 的 sinh-Gordon 方程 的 2 X 2 Lax 
对 的 基本 解 ,使 用 Darboux 变换 (4. 315) 就 可 以 用 纯 代数 算法 得 出 一 系列 的 
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苏 链 . 
aJ N y N 4, N h HH `, 
我 们 还 可 以 得 出 另外 一 些 几何 性 质 . 如 果 记 =p, W D(A) H] 5E EX, 
2 
À 
0 人 
0 1 0 -à 
D(a) = = Me (4, 318) 
T C E, 
Ai H 
A 1 
一 一 一 0 0 1 
Ai yp 
因而 新 的 苏 链 
1 Go 2% ‘0 N, +N, 
Ni Ài Ni Ai 
1 u 
N, 0 1 0 CAT N, N; E 
= = 1 
Ai H m Ag à 
N’ N 
i -11 0 0 1 i N, 一 l , 
Ai H Au 


(4. 319) 


u, v 固定 时 ,Ni NS; N,N, 构成 一 个 空间 四 边 形 . 经 过 Darboux 变换 , Na , 
NS, No, NVA BITE Ni, Ni, No, N, 的 四 条 边 上 ,我 们 称 第 二 个 四 边 形 
衔接 于 第 一 个 四 边 形 . 有 如 下 定理 

定理 4. 23 一 次 Darboux 变换 所 得 到 的 苏 链 中 的 空间 四 边 形 衔接 
于 原 苏 链 中 的 空间 四 边 形 . 

在 第 1 章 中 已 经 有 Darboux 变换 的 可 换 性 定理 , 即 依照 不 同 的 两 组 
参数 以 不 同 的 次 序 进 行 Darboux 变换 ,可 以 得 到 相同 的 结果 ( 解 以 及 Lax 
对 的 基本 解 相 同 ). 

用 SCi(i 二 1, 2,…, 2n) 表示 苏 链 , 这 是 从 SC 出 发 ,用 nn 组 参数 以 
不 同 次 序 作 Darboux 变换 而 得 到 的 . 可 换 性 定理 可 以 用 图 形 来 表示 : 


— — ^ — SC, 
ee NS d N SC. 
NGG). oo: SG.) ees Sea 
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这 是 一 个 可 换 性 定理 ,这 里 每 个 SC; SU SC. 相 衔接 ,最 终 得 到 同一 的 
SC,+, 这 里 的 Darboux 变换 可 以 作 道 变换 ,容易 见 到 ,它们 也 是 Dar- 
boux 变换 . 上 面 的 图 形 还 可 改 为 


SC, — SC 一 … — SC, 
SC, 7 ^ SCn+1 
*SC,, PES SCa -1 IRE SC, 4 


从 而 得 到 周期 为 2n 的 解 的 系列 ,这 里 x 二 2, 3, 4, …, 因而 周期 为 4, 6, 
8,…. 有 如 下 定理 : 

定理 4.24 存在 着 周期 为 2n(n > 1) 的 苏 链 系 列 , 其 中 每 一 个 苏 链 
中 的 四 边 形 和 其 前 面 一 个 四 边 形 相 衔 接 . 

特别 是 周期 4 的 苏 链 系 列 共 有 四 个 苏 链 ,它们 的 线 汇 所 成 的 四 边 形 
4.6.3 i50) 


最 原始 的 苏 链 是 对 应 于 解约 = 0 的 情形 . 这 时 有 : 


Ni 0 0 一 1 O(N 
N| loo 0 1||N, 
Wl 2 
N.). 10 0 O0JIN, 
(4. 320) 
N; 0 0 0 LD(N 
N; "E 0 0 1 OJIN: 
Neb CALS 00 Ol ING 
Nos 0 1 0 0jUN， 


它们 可 以 显 式 解 出 . 第 一 式 可 写 为 


Niu mm AN, Nou TT ÁN, 


Nu = ÈN, N.-ÀN, 


由 此 可 见 , 
Nuus 一 一 (+) N.. (4. 321) 
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解 此 常 微分 方程 ,Ni 具有 形式 
Ni = Aicosh gcos B+ A;cosh Bsinp 


+ A; sinh ficos a+ A, sinh Bsin B, (4. 322) 


Rih p= Piu, A, Ar, A, Ac 是 4 维 行 向 量 ,和 无关, 从 此 有 


N; 三 一 iN, 一 Ż- (A, + A; )cosh gcos f 


+ (Ai — Au )cosh Bsin B— (A; + A, )sinh Boos f 
+ (As 一 As)sinh Bsin ) , 
N, = LN, =— A, cosh ficos B+ Ascosh Bsin 8 — A;sinh ficos f 
十 Aisinh sin 2, 
2 


N, = Noa = a — A; )cosh ficos B 


+ (A; + Ai cosh Bsin B+ (A; — A; )sinh cos 8 
+ CA; + A; )sinh Bsin f). (4. 323) 


考虑 到 (4. 320) 式 的 第 二 式 , 即 有 


1 1 1 
Ni, PS aN «> Now aN» Ns, aN» Nav 21? 
于 是 有 
~ 2 
Aw = d: 2A — Aj), An = 5 (EAD, 
(4. 324) 


同时 也 有 Ausus =— (x) A 等 .所 以 A; 的 各 个 分 量 


A; = (ai, bi, ci, di) (1 1,2, Oy 4) 
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均 为 coshacosa, cosh asina, sinh acos a, sinh a sin a 的 常 系数 线性 组 
am — V2 m3 v 
合 ,这 里 a 二 ae’ Rp wa u — v— 0H, 

Ni = (1,0, 0, 0), N; — (0, ls 0, 0), 


(4. 325) 
N; = (0, 0, 1, 0), N, — (0, 0, 0, 1), 


可 以 得 出 
cosh acos a P 


sinh asina 
Ai = y sinh a cos a+ cosh asina) 
T cosh a sin a + sinh acosa) 


cosh a sin a 


— sinh acos a 


A; = y- cosh acos a — sinh asin a) 
2 (— cosh acos a + sinh asin a) 


sinh a cos a 


cosh a sin a 


A; = va cosh acos a + sinh asin a) 
A cosh acos a + sinh asin a) 


sinh a sin a 


— cosh acos a 


A, = |= “2 (cosh asin a + sinh ecosa) 


y cosh a sin a — sinh a cos a) 


代入 (4. 323) A, 3E A = 1, 就 得 到 第 一 个 苏 链 . 为 方便 计 ， 令 
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at+tB=o,a—B=r. 4A= LB o = YE (uv), cm v). 


cosh ecos c " 
sinh øsin c 
Ni = Y? (cosh osinr—sinhoecosr)| > 
2 (cosh c sin r+ sinh ocos c) 
— sinh sin c j 
cosh ccos t 
N: = 2 (cosh Isinr 十 Sinhucosr)| > 
2 (sinh a cos r— cosh osin c) 
T 
2- cosh csin r — sinh øcos r) 
N; = Zo cosh øsin r + sinh øcosr)| , 
cosh gcos c 
— sinh øsin c 
T 
N, = y cosh osin r + sinh ccos c) 


sinh øsin c 


cosh gsin r + sinh ocos c) 


cosh gcos c 


容易 看 出 , Ni , N: 构成 相同 二 次 曲面 
Zi — r? =— 2x22; (4. 326) 
Ns, N, 构成 另 一 个 相同 的 二 次 曲面 


ri— xl =— 2L L4. (4. 327) 
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这 是 苏 链 的 第 一 个 例子 . 
为 作 第 二 个 苏 链 ,由 (4. 310) 式 知 , 2 X 2 的 Darboux 阵 为 


À 0 tanh Yı 
Ài | coth y, 0 


式 中 为 = But ziv, 由 (4. 313) 式 可 知 苏 链 的 Darboux MEJ 
1 0 a tanh y 
es p coth Yı 0 | 

4& A — 1, 得 第 二 个 苏 链 的 表达 式 


Nu m Yi N, 
1 


Ni 
tanh 
Nt N; n N, 
|= i (4. 328) 
N; N; = cm n N; 
Ni 1 


N, — coth y, N, 
Ai 


并 可 据 此 陆续 作出 解 的 系列 [50]. 


附带 说 明 ,周期 的 Laplace 序列 与 近年 来 研究 得 很 多 的 Toda 4i fi 47 
方程 有 密切 的 联系 L521. 


第 5 章 Darboux 变换 
与 调和 映照 


调和 映照 是 微分 几何 中 重要 的 研究 对 象 l18, 19) , 它 与 数学 物理 及 孤 
立 子 理论 均 有 密切 联系 [34, 8) . 在 本 章 中 首先 介绍 调和 映照 的 概念 ,接着 
讨论 从 欧 氏 平面 R 或 Minkowski 平 面 R， 到 欧 氏 空间 R 的 球面 $ 以 
及 Minkowski 空间 R^ 的 球面 H’ 和 S… 的 调和 映照 ,证 明 它 们 可 以 归 
结 为 第 4 章 中 所 论述 的 各 种 类 型 的 常 曲率 曲面 的 构 作 , 且 指 出 它们 和 某 
些 特殊 非 线 性 方程 (包括 孤立 子 方程 ) 的 关系 . 因此 ,从 已 知 的 调和 了 映照 及 
其 拓 广 解 出 发 ,可 以 利用 Darboux 变换 ,用 纯 代 数 方法 来 构 作 相应 的 调和 
映照 系列 . 

本 章 的 男 一 主题 是 将 Darboux 变换 应 用 于 R^ 及 R^ 到 群 U(N) 的 
调和 映照 ,得 到 显 式 表达 的 解 , 证 明 孤 立 子 解 的 弹性 散射 的 性 质 ,并 详细 
地 讨论 如 何 用 Darboux 变换 来 研究 西子 解 (uniton) 的 问题 . 我们 的 工作 
与 文献 [74] 中 的 研究 的 主要 区 别 在 于 这 里 用 Darboux 变换 ,能 得 出 解 的 
显 式 表达 式 ,算法 是 纯 代 数 的 ， 


$5.1 调和 了 映照 的 定义 与 基本 方程 


黎 曼 流 形 和 洛 伦 兹 流 形 的 概念 是 欧 氏 空间 和 Minkowski 空间 的 推 
广 .首先 ,它们 是 一 个 维 的 微分 流 形 M ,并 且 有 一 个 度量 g, 在 M 的 局 
部 坐标 (zx* ,… ,zx") 下 ,度量 g 的 表达 式 为 


d? = Dg, (zx)dridr’ = g, (x)dr'dr' , 
1,j=1 


它 是 曲面 的 第 一 基本 形式 的 推广 . RS TU BC], ) 是 正定 的 ,ds X 
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示 曲 线 弧 长 的 微分 . RSL BEM E Bi g 产生 的 几何 学 , 它 是 曲面 
内 药 几 何 学 的 推广 , 当 (g; ) 的 特征 值 的 符号 为 (十 ,…, +, 一 ) 时 ,M 成 
为 洛 伦 兹 流 形 ,g 称 为 洛 伦 兹 度量 . 

设 M 与 N 为 黎 曼 流 形 或 洛 伦 兹 流 形 ,g% MN IC? -映照 . 如 所 熟 
知 , 映 照 风 的 能 量 积分 (在 洛 伦 兹 流 形 时 ,应 称 为 作用 量 ) 由 


E(¢) = MOL (5.1) 
所 定义 ,这 里 dVw 是 M 的 体积 元 素 ,e($) 是 能 量 密度 ,在 局 部 坐标 下 , 它 


有 如 下 的 表达 式 : 
ag: 3$? 


e(9) = Ga) I 5 8 09 (5:2) 
(a, B= 1, Ut, n; i, j — l, e m), 


这 里 g 与 gw 分 别 是 流 形 M 5N 的 度量 张 量 的 反 变 分 量 与 协 变 分 量 ， 
特别 ，(8" ) 是 (#5 ) EME, n = dim N, m = dim M. 

现在 先 推导 泛 函 E($) 的 Euler 方程 . 在 局 部 坐标 下 , dVu — Ved", 
这 里 g = | det (Es) |, 所 以 E(#) iN Euler 方程 应 为 


de(dWe 9 9e($ Mg _» (5.3) 
apy ar” ICH) l 


在 下 列 运算 中 ,我 们 规定 a, RRE, ew RRE a DER A. (5.3)R 
的 第 一 项 是 


9ga($),, B i 
ag? $: $F og Ve, 


第 二 项 是 
J l 
2 3: (BB 办 ivg) 
x 


-— Igay kida AB ag" a 
= 2|- g" p #8 We + Bay VA iVE 
9$? Ox 


age Ng 
+ garg” 一 一 一 Vg t gag o 


Ir Ir? 
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利用 MM 和 NN 的 Christoffel 记号 D, IT% 和 熟知 的 公式 


9g 
Ey = Togw + Dea (5. 4) 
9g? ; 
= == g^ 一 Th , (5. 5) 
a 
Vg = lig, (5.6) 
Ox M 
就 可 将 Euler 方程 写作 
,( PP _ 9 办 ag" age 
ik 一 fi, — + r 一 一 5.7 
| M” Iz N” Jx art ( ) 


定义 5.1 从 M 到 NN 的 映照 $5, 如 属于 C? 且 满 足 (5.7) 式 , 则 称 #$ 是 
M 到 NN 的 调和 映照 . M 为 出 发 流 形 ,NN 为 目标 流 形 [18, 831, 

(5.7) 式 是 M 到 NN 的 调和 映照 $ 的 偏 微 分 方程 . MRM 是 黎 曼 流 
形 , 即 M 的 度量 是 正定 的 , 则 (5.7) 式 是 非 线 性 椭圆 型 方程 组 . 如 果 M 为 
KEARE, M 的 度量 为 非 正定 且 具 有 符号 (十 , bon, +, 一 ), 则 
(5.7) 式 是 非 线 性 双 曲 型 方程 组 [29] . 近年 来 ,从 洛 伦 兹 流 形 出 发 的 调和 映 
照 也 称 为 波 映照 . 

调和 映照 在 数学 及 物理 上 均 很 重要 . 它 在 数学 上 具有 广阔 的 背景 . Y 
N 为 直线 R 时 ,调和 映照 $8 就 是 M 上 的 调和 函数 (特别 当 M = R 时 , 它 
就 是 普通 意义 下 的 调和 函数 ). 当 M HER RKE S 时 ,调和 映照 就 是 测 
地 线 或 闭 测 地 线 . 又 如 极 小 曲面 , 它 是 具有 共 形 性 质 ( 即 保持 曲线 交角 不 变 ) 
的 调和 映照 . 从 下 面 一 些 例子 可 进一步 看 出 调和 映照 在 物理 上 也 很 重要 . 

(1) 非 线 性 c- 模 型 或 手 征 场 是 一 种 引起 广泛 注意 的 非 线性 场 , 它 实 际 上 
是 M>N 的 调和 映照 ,这 里 M 是 Minkowski 空间 或 欧 氏 空间 ,而 N 通常 为 齐 
性 黎 曼 空间 . 特别 是 , 当 N 是 紧 致 李 群 时 ,这 种 映照 就 称 为 主 手 征 场 [65]. 

(2) 如 所 熟知 ,Ernst 方程 是 决定 真空 Einstein 引力 场 的 定 态 轴 对 称 
解 的 基本 方程 [21]1. 可 以 证 明 ,Ernst 方程 是 轴 对 称 约束 下 能 量 积分 

à 2$ | ag V! 
| SESS T Ga | 
eo 
的 Euler 方程 ,因而 Ernst 方程 的 解 实 际 上 是 R? 到 双 曲 平面 H^ 的 轴 对 


dix 
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称 调 和 映照 ,这 时 H? 的 度量 取 Poincaré 表示 
ds = (GF + dg’). 


(3) 在 粒子 物理 学 中 有 时 用 弦 来 作为 强 子 的 模型 ,在 4 维 弯 曲 时 空 
VY( 阁 仑 兹 流 形 ) 中 描述 经 典 驴 运动 的 世界 面 是 一 个 类 时 的 二 维 曲面 , 它 
由 下 述 运动 方程 所 决定 : 
$&.— 多。 TS GA — $97) — 0, 


这 实际 上 是 2 维 Minkowski 平面 R ' V 的 调和 映照 方程 [23]. 

(4) R' h B IHR -Mills 方程 (在 R- 规 范 下 ) 的 一 部 分 解 也 可 以 从 
调和 映照 作出 . 

(5) 液晶 的 最 简单 模型 是 R 到 S 的 调和 映照 . 

我 们 在 这 里 不 叙述 调和 映照 的 许多 重要 结果 ,只 讨论 若干 可 以 利用 
Darboux 变换 来 显 式 构造 的 调和 映照 ,这些 映 照 的 出 发 流 形 M 是 欧 氏 平 
面 R’ = [(x, y)} 和 Minkowski PH R^! = {(t, zx)| (或 者 是 它们 的 某 
些 区 域 ) ,在 这 两 种 情形 下 ,调和 映照 的 方程 分 别 是 


¢7, + #, + Do (gps + gge) = 0 (5.8) 


与 
$;— Phe us — $292) = 0. (5.9) 


$5.2 R’, RR) S?, H^, S^ Bii Ri Ba 


S 表示 3 维 欧 氏 空间 R 的 球面 ,是 R 中 满足 已 = 1 的 点 区 位 置 向 
EI—(h,h,h)) 的 集合 . 

欧 氏 平面 R 上 的 点 的 坐标 用 (z，y) 表 示 , 欧 氏 度 量 的 微分 形式 为 
ds? = dz + dy’. 

R^ 到 S RETEK I= (z, y), HWET = 1. 由 (5.7) 式 或 
(5.8) 式 ,经 过 一 定 的 推导 后 可 知 R^—S* 的 调和 映照 1 是 由 方程 


la thy +(E+2)1=0 (5.10) 
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所 定义 的 
对 (5. 10) 式 作 如 下 的 直接 推导 ,在 这 一 情形 下 ,积分 (5. 1) 式 成 为 


so - JEE eo 


这 里 OER’ 中 的 一 个 区 域 ,1 满足 约束 1* = 1. 用 Lagrange RFI, W 
下 (1) 改 写 为 


Eo - [ (25) + (QD) e Jes 
0 9 (9l a yal 
lt 
或 


AAP =1, 1-1, =0,1.1, =0, Kk l- la =- É, l.l, — —D, 
从 而 得 4 = 一 (下 十 D), 这 就 导出 了 (5.10) 式 . 
如 所 熟知 ,Minkowski 平面 R,' 为 最 简单 的 2 维 洛 伦 效 流 形 ,其 度量 
形式 为 ds’ = dé — da^. R^ 3j S 的 调和 映照 的 微分 方程 是 
l, — la -- (E— È) — 0, (5.11) 


其 证 明和 欧 氏 空间 情况 相 类 似 . 
在 Minkowski 空间 R”*! 中 ,可 定义 两 种 “球面 "一 一 H?: 81S, H? 
也 称 为 双 曲 平面 , 它 是 由 
P ——1,1»0 (5.12) 


所 定义 的 ,这 是 R :中 双 时 旋转 双 曲 面 的 上 半 叶 ,于 M ACE ST T N 
平面 的 几何 学 ( 即 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 ) ,而 R: 中 负 常 曲率 曲面 只 是 局 部 
地 实现 了 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 ， 

SR 

P=1 (5. 13) 

所 定义 的 , 它 是 单 叶 旋 转 双 曲面. 但 在 Minkowski 25 Bi] rbi, 它 是 类 时 曲 
面 ,具有 非 正定 度量 . 

依照 类 似 的 推导 可 知 ,从 R 到 H* 和 St :的 调和 映照 方程 分 别 是 
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L.--L, — (EE) —0 (2 ——1,15 0), (5. 14) 
L.-L,- (ER) —0 (P—1), (5. 15) 

A RS) A? 和 SS… 的 调和 映照 方程 分 别 是 
lı —la —(E—E)—0 (P =—1, L >0), (5. 16) 
l,—L.-(E—E) —0 (P —1). (5.17) 


需要 指出 ,调和 映照 未 必定 义 在 整个 R 或 RU 上 ,也 可 定义 在 其 上 的 某 
个 区 域 上 . 

R! (JJ K Ri'') 上 的 调和 映照 具有 共 形 不 变性 ,这 就 是 说 , 若 h: 0Q 一 
N Æ R (或 R'') 上 某 个 区 域 2 到 黎 曼 (或 洛 伦 效 ) 流 形 N 的 调和 映照,$ 
Æ R (R ERAK o 到 0 的 共 形 映照 , 则 $$ 和 hh 的 复合 映照 
hed E2: 到 NN 的 调和 映照 ,这 容易 从 一 般 方 程 或 能 量 积分 的 表达 式 中 导 
出 来 .事实 上 ,可 以 证 明 ,2 一 2 时 能 量 积分 (5. 1) 式 关于 R^ (RRR RF 
形变 换 是 不 变 的 , 故 其 Euler 方程 有 同样 的 性 质 , 以 下 举 两 个 例子 作 比 较 
具体 的 说 明 ， | 

(1) R—S'(xk H’, S^ ) 的 调和 映照 的 共 形 不 变性 : 

首先 把 及 : 看 成 1 维 复 空间 C {lz =utiv}, d? —dzdz. Ke = 
f(w) =ulu, vi) 十 iv(wi, v) EKR Qi A WFR LO BS’ 
的 调和 映照 , 则 2!。 f:l = Ix , v), y(t1, w)) Xx Qi aj s'(H',s) 
的 调和 映照 ,这 是 因为 方程 (5. 10) 可 写成 

La + (lL)1=0 (5. 18) 
的 形式 ,而 在 变换 z = z(w) 下 ,(5. 18) 式 仍 保持 其 形状 , 即 化 为 
Lua + (le :lj)l = 0. 

把 S' 换 为 H 和 S'', 有 类 似 的 推导 . 

(2) R''—S'(xk H?,S''') 的 调和 映照 的 共 形 不 变性 : 

设 

LE t=T 


du c ox pom 


是 R… 的 特征 坐标 ( 光 锥 坐标 ) , 则 ds’ = 4deds, 而 到 S? 的 调和 映照 的 方 
程 (5. 11) 式 可 写 为 
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l,-- (5-1) —0 (P — 1) (5. 20) 
R^ EBIJUUBUS $ 具有 形式 

E= f(&), 7= £9), (S. 21) 
1-5 仍然 是 调和 映照 ,因为 它 满足 


la, + (le +1, )L=0. 
把 S’ 换 为 H', Sh" ,有 类 似 的 推导 . 


利用 这 些 共 形 不 变性 ,可 以 引入 规范 化 的 调和 映照 . 
先 注 意 到 R… 上 的 调和 映照 ! 满足 
(2),=0, (B) —0, P=1. (5.22) 


事实 上 ,如 果 (5. 20) 式 成 立 , 将 它 与 1 作 数 量 积 ,由 于 1. k= 0, 即 得 
(ID, = 0, 同样 又 得 (8) = 0, 因而 (5. 22) 式 成 立 . 反之 ,如 果 (5. 22) 
成 立 , 并 且 与 1, 线性 无 关 , 则 
- Ip = 0, (5. 23) 
所 以 
但 
o=1+l, = (lek), —k el, =—ke hy, 

故 得 知 (5. 20) st car. 

由 (5. 22) 式 可 知 

b= fO. É = ga). 

当 fE) 0, gly) 关 0 时 ,可 作 &, y Bab e = &(&), n=l), 使 得 
2 dm : anz 
($) = ro. (T) =e, BEBEG, WAL, 及 ,就 得 到 

dy 


È =+1, R=H+1. (5. 24) 


满足 条 件 (5. 24) 式 的 调和 映照 称 为 “规范 化 调和 映照 "[30]. 当 B, D RA 
零 时 ,调和 映照 必 可 通过 形 为 4 = 6(6), 7 = 268) 的 变换 化 为 规范 化 调 
和 映照 , 它 在 处 理 上 有 许多 方便 之 处 . 

对 于 规范 化 调和 映照 ,有 


第 5 章 Darboux 变换 与 调和 映照 219 
B+P=1, L-l=0 (5.25) 


成 立 [46] . 实际 上 ,容易 得 出 (5. 24) 式 与 (5. 25) 式 是 等 价 的 . 规范 化 调和 映 
照 可 用 (5. 25) 式 作 定 义 [4]. 

DAR? 出 发 到 S*(H?*，S!'') 上 的 调和 映照 一 般 也 可 以 规范 化 ,这 时 ， 
由 (5.18) 式 和 [= 1H (E)r = 0, (G) = 0, 特别 (1 C ESAE A 


数 . 如 果 
È = (É — È) — 2il, l, =1, (5. 26) 


BN 
L—E-1, L-l=0. (5.27) 
这 一 调和 映照 就 称 为 规范 化 的 [46] 
Wik l= (u, v) 为 单 连通 区 域 2 上 定义 的 一 调和 映照 , 且 & AO, 
则 2 可 规范 化 .事实 上 , 作 共 形 映 照 & = elw), 


S (2). (5. 28) 


4 AOR, BADE (SE) 一 及 在 单 连通 区 域 @ ARENE w= FCO), 


wÆ NORRA Ma 可 能 有 自 相 覆盖 的 部 分 ),Q2 到 S C^, S^) BSRREG 
ef! 是 已 经 规范 化 的 调和 了 映照. 

在 第 4 章 中 已 经 讲 到 ,在 R 和 R”'' 中 存在 各 种 类 型 的 常 曲 率 曲 面 ， 
各 自 存在 (在 无 脐 点 的 假设 下 )Chebyshev 坐标 (u, v) 及 相应 的 Cheby- 
shev 标 架 (e; ， e, n) ,我 们 称 由 Chebyshev 坐标 所 定义 的 R (gk R^) E 
区 域 到 曲面 的 映照 为 Chebyshev 映照 ,而 曲面 的 法 线 n 定义 了 曲面 到 
S?(H’, S'!) 的 Gauss 映照 . 

有 如 下 定理 : 

定理 5.1 Chebyshev 映照 和 Gauss 映照 的 复合 为 规范 化 的 调和 映 
照 ,其 道 亦 真 [461. 


现 分 若干 情况 给 出 证 明 : 
(a) R !—> S? 
xl 为 规范 化 的 调和 上 映照. W ei, e:, tf e 为 也 方向 的 单位 向 量 ， €? 


为 1 方向 的 单位 向 量 ,由 (5.25) 式 可 知道 , ei 和 ez VIER, MAE x, 
:的 函数 ,使 得 
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p = sine; ， L= cos 7-6; : 
并 且 由 于 l, €; , €? 为 单位 正 交 标 架 , 必 有 下 式 成 立 : 


. a 
€j, = sin 1 + ce; , € = Tez, 


Q 
e2 =— e, eo, 一 一 cos —l — rtre. 


2 


由 它们 的 可 积 条 件 得 


[0 Qs, De ot 
以 及 | 
Qtt azrz 一 SIna. 
Kidl=n, 于 是 有 
Ar . a 
& 0 ? sin 2 & 
€;| 一 = > 0 0 ez | ， 
n j, —sin€* 0 0 n 
sin 2 
Qa, 
€i 0 2 0 el 
e| 一 | 一 D 0 = cos €; 
n Jz a 0 n 
0 COS 2 


(5. 29) 


(5. 30) 


(5. 31) 


(5. 32) 


(5. 33) 


(5. 34) 


这 正好 是 负 常 曲率 曲面 的 Chebyshev 标 架 所 满足 的 方程 , L= n 就 是 法 向 
量 ,l(u, v) 是 Gauss 映照 . 这 就 证 明了 R^! S" 的 规范 化 的 调和 映照 就 
是 Chebyshev 映照 和 Gauss 映照 的 复合 . 反 过 来 的 事实 也 是 显然 的 ,这 


是 因为 有 
n; = (n, - n,)'! = sin’ $ + cos’ a 


各 n, = (n,—n,)’ =1 


一 1 
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成 立 ,并且 n Mn, 线性 无 关 . 

(b) R°>H’ 

lr, y) 是 规范 化 的 调和 了 映照, 则 (5. 25) 式 成 立 . 记 hL, 4 方向 的 
单位 向 量 为 e1, eid lyn. 这 时 ,可 选取 函数 a, 使 


1, = cosh e, J, = sinh a ez. 


与 (a) 中 的 情况 一 样 ,它们 满足 一 组 微分 方程 ,和 R :中 类 空 负 常 曲率 曲 
面 的 Chebyshev 标 架 所 满足 的 方程 (》 4. 3. 2 中 (2)) 是 一 致 的 ,n 就 是 这 
个 曲面 到 五 ? 的 Gauss RR. 

其 余 情 况 也 完全 类 似 地 可 得 到 证 明 [ 和 5, 31. 下面 是 一 些 规范 化 的 调 
和 了 映照 与 相应 的 常 曲率 曲面 以 及 非 线 性 偏 微 分 方程 : 


R? 负 常 曲率 (类 空 ) A 


SCR 负 常 曲率 aj 3g Une 


a : 
H CRM 正常 曲率 (类 空 ) 2d 33 sina 


Ri! PLA aa m 
Jub Jv = sinh w 
1,1 2,1 a Ia aa — 
S1, 1 C R? 正常 曲率 (类 时 ) >z ay = cosha 
au av 
Pa aa _ 
Ju? 2 


从 这 个 结果 可 见 , 构 作 各 种 类 型 的 规范 化 的 调和 映照 和 构 作 各 种 类 型 
的 常 曲率 曲面 的 Chebyshev 标 架 完全 等 价 . 从 而 有 如 下 定理 成 立 [4 一 名] . 

定理 5.2 如 果 知 道 R^ BR BS 2 维 “ 球 面 "的 一 个 规范 化 的 
调和 映照 , 则 运用 Darboux 变换 可 以 得 到 无 限 系列 的 同类 型 的 规范 化 的 


调和 映照 . 不 但 如 此 ,利用 Darboux 变换 还 可 以 从 R* 习 HH?(S” ) 的 规范 
化 调和 映照 出 发 构 作 R^ S) S? CA? ) 的 规范 化 的 调和 映照 . 


iES.1 NTR 的 常平 均 曲 率 曲面 ,有 一 个 著名 的 定理 :常平 均 曲 率 
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曲面 的 Gauss 映照 为 调和 了 映照 [69]. 事实 上 , 它 可 以 作为 现在 的 定理 5.1 
的 推论 . 例如 对 R 中 的 正常 曲率 (= 1) 的 曲面 , 它 所 相应 的 常平 均 曲率 
曲面 为 ( 见 § 4. 5): 


Bp 


它 的 第 一 基本 形式 为 
ds (cosh-> ote sinh 4.) (du? + dv’) 
= er (du? + dv’), 


因而 Chebyshev 坐标 也 是 等 温 参数 , 即 利用 Chebyshev 坐标 可 以 得 到 常 
平均 曲率 曲面 和 欧 氏 平面 的 一 个 共 形 对 应 ,由 于 共 形 对 应 保持 调和 映照 
的 性 质 ,所 以 有 上 述 结论 . 

注 5.2 可 以 证 明 , 对 于 R :中 类 空 和 类 时 的 常平 均 曲率 曲面 ,也 有 
注 5.1 类似 的 结论 .在 y 4.5 中 已 知道 ,类 空 和 类 时 的 常平 均 曲率 曲面 分 
别 是 类 空 负 常 曲率 曲面 和 类 时 正常 曲率 曲面 的 平行 曲面 ,不 妨 设 Gauss 
曲率 为 一 1 或 十 1, 因 而 有 下 式 成 立 : 


在 类 空 的 情形 : 


从 而 
ds*? 一 (a YF 十 (y = et (du + dv’), 


(u,v) 为 等 温 参 数 . 
在 类 时 的 情形 : 
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x1 _ a 1 a 

ow = (cosh S «sinh? )du, 
*2 — DA a 

w 一 (sinh 7 + cosh 2 dv, 


Mit ds*? = (w*!)? — (w*)? = et (du? — dv’), 


(u, z) 是 类 时 曲面 的 等 温 参 数 ， 

根据 上 面 的 定理 , 即 可 知道 常平 均 曲率 曲面 的 Gauss 映照 是 调和 映 
R, (u, v) 平 面 到 曲面 的 Chebyshev 映照 是 共 形 映照 . 

注 5.3 以 Minkowski 平面 R… 到 一 般 黎 曼 流 形 的 调和 映照 的 研 
究 , 是 由 文献 [29] 中 最 早 开展 的 ,该 文中 证 明了 当 目 标 流 形 是 完备 的 黎 曼 
流 形 时 ,调和 映照 的 Cauchy 问题 解 必 然 整 体 地 存在 ( 即 在 整个 R'* 上 存 
TE). 在 文献 [30] 中 分 析 了 目标 流 形 为 S^ 的 情况 ,指出 Cauchy 问题 的 整 
体 解 有 时 存在 ,有 时 不 存在 . 


$5.3 R''!3])U(N)BJVS n p ER 


5.3.1 群 U(N) 的 黎 曼 度量 


现在 讨论 以 群 U(N) 为 目标 流 形 的 调和 了 映照,U(N) 群 由 NXN 酉 
阵 所 构成 ,其 中 元 素 g 为 满足 gg* = 二 IT 的 NXN 阵 ,在 UCN) 上 ,可 以 引 
入 一 个 黎 曼 度量 
ds’ —— tr(dgg ) dgg™) 
—— tr(dgg * dgg * ). (5. 35) 


这 里 g 是 群 的 一 般 元 素 ,dg 是 它 的 微分 ,矩阵 的 迹 (tr) 就 是 它 的 对 角 元 
素 之 和 . 这 个 度量 在 群 的 左 推动 和 右 推 动 下 是 不 变 的 , 即 在 变换 g 一 
gı —ag 和 g — gs = ga 下 ,ds: 是 不 变 的 ,这 里 a 是 群 中 任意 一 个 确定 的 
元 素 .事实 上 ,由 


1 


dgig1 = a dgg a 


和 dgzgz = dgg ^ 
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就 可 知 
tr(dgg ! dgg ') = tr(dgigi' dgigi!) = tr(dgzg2 dgosg? ). 


下 面 证 明 ds’ 确 是 一 个 黎 曼 度量 ,也 即 (5. 35) 式 是 正定 的 二 次 微分 形式 .由 
于 U(N) 是 一 个 微分 流 形 , 我 们 将 g 用 局 部 坐标 ( 即 群 的 参数 )w 来 表示 


g=g(w) (a=1,2,.,7), 
r= N? 为 U(N) 群 的 维 数 . 这 时 ， 


de= E dw , (5. 36) 
je (3£s * 28g * ) du à 
= gaz du^ du’, 
而 
gap = tr (35s 3 Sg y (5. 37) 


现在 说 明 ds’ 是 正定 的 . 任 取 一 组 不 全 为 0 的 实数 &°, 令 
— JE x pa 
Q= 了 28 ES, 


Ey dw 为 名 ,代入 ds! 中 ,得 到 g pete? = trQ). 另 一 方面 ,由 于 gg* =I, 
微分 后 得 E 

B ox g . 

act TE aye 0 
因而 有 Q+Q* = 0. 这 样 就 有 

— tr (Q) = tr (QQ* ) 2 0. 

X RÀ tr (QQ* ) —0 只 能 在 Q = 0 时 成 立 , 即 只 有 在 E= 0 时 成 立 , 因 
而 Zep? 20, MESA E= OB jr. 这 样 就 证 明了 ds: 确 是 一 个 黎 曼 
度量 . 
5.3.2 R 1! 到 U(N) 的 调和 了 映照 (35 
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特征 坐标 ( 光 锥 坐标 ). 在 这 一 坐标 下 R 的 度量 dy 为 二 次 型 dé dy, 而 
R^ 到 U(N) 的 调和 映照 g(&, 7) 的 作用 量 则 是 


slg] = | gout de dy 


Ju? 9 
= 9g x 9g x 
ü js E P Jd dy (5. 38) 
再 引入 记号 
A Eg” , B= Bu , (5. 39) 


A, BIE TA UCN) BY Lie 代数 u(N). 
MEZE x[g] 的 Euler 方程 . 我们 运用 变 分 法 的 一 般 程序 来 进行 , 作 


Alg] =—| tr (geg” g,g* )d& ds, 


Jub 0 REAR. B e 还 依 末 一 个 参数 +, 即 g 一 g(r, E q), TUR. 
g(0, 和 =e. X E| ==, 假设 在 0 的 边界 上 g(r,$, 罗 不 依 下 
Fr, Mjh laa = 0. 这 样 就 有 


dAn [g] 
dr 


EE EE (heg* A+ geh* A+ Bh,g* + Bg A* )dé dy. 
0 


r= 


对 第 一 项 和 第 三 项 作 分 部 积分 ,利用 边界 条 件 ,得 


dx, Lg] 
dr 


= 一 | (— hg* A; — hg? A + gch* A 
r 一 0 


— Bhg* — Bhg* + Bg ,A* )d£ ds. 


MM gg* = Lll g' g = 1 OS UAI hg* —— gh* K À* g — — g h, PRU 


geh* A = gh” gg* g,g* =— g.g* hg* gp , 
Bg,h* = greg” g,À* gg* —— gg" g,g hg" , 
hg% A = hg% gg* g,g* =— hg" gee” g,“ , 


Bhg*, = gee” hg* gg”, —— ge” hg" gg“. 
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代入 上 式 , 并 利用 tr (A A; A,) = tr (A4,A4; + Ata) 这 个 性 质 , 就 得 到 


d alg] " E 
thes = | tr (hg* (Ac + B,))dé dg =0. 


由 于 hg* 可 以 为 Lie 代数 x(N) 中 的 任意 阵 , A. + B, 也 取 值 于 Lie 代数 
u(N) ,于 是 得 到 Euler 方程 


A, +B, = 0. (5. 40) 
经 直接 计算 可 知 (5. 39) 式 所 定义 的 A, BRE 
A, — B, - [A, B] — 0. (5. 41) 


iES.4 (5. 39) 式 就 是 ge = Bg, g, = Ag, B I (5. 41) A 
(5. 39) 式 的 可 积 条 件 . 因而 在 R :上 (或 某 一 单 连通 的 区 域 中 ) ,由 满足 
(5.41) 式 的 A, B 可 唯一 确定 g (6, 9)( 除 右 乘 U(N) 中 任 一 固定 元 素 
Sh). 所 以 在 研究 调和 映照 g(&, wy) 时 ,实际 上 可 以 把 A, BEAR AIR, 
只 需 研 究 以 A, B 为 未 知 函 数 的 偏 微分 方程 (5. 40) 式 和 (5. 41) 式 即 可 ， 
A, B 称 为 调和 映照 的 势 . 
如 同 以 往 处 理 许多 非 线 性 偏 微 分 方程 组 一 样 ,在 处 理 (5. 40) 式 和 
(5. 41) 式 时 ,首先 需要 求 出 它们 的 带 谱 参 数 的 Lax 对 [85]. 注意 到 
®,=AaA®, P; = A(2A—1) ! Bo (5. 42) 
的 可 积 条 件 为 
AA, —A(24 — 1)" B, - à! (24 — 1)" [A, B] — 0, 
A (A, — B, [A, B]) +(? —A)CA: + B,) = 0. 
要 使 上 式 对 任何 4 成立, 就 推出 (5. 40) 式 和 (5. 41) XX. 
因而 得 出 如 下 命题 : 
命题 5.1 偏 微 分 方程 (5. 40) 式 和 (5. 41) 式 容 有 Lax X1 (5. 42) X. 
Lax 对 的 非 异 的 N X N FERE o (4) 称 为 基本 解 ,BP(4) 由 它 在 某 一 点 ， 
例如 (0, 0) 的 值 所 完全 确定 . 如 果 规 定 在 该 点 BA) |。E UCN) , 则 在 4 为 
实数 时 , BA) € UN), 以 后 就 作 此 约定 . PR B(1) 右 乘 以 U(N) 中 
一 固定 元 素 则 为 调和 映照 , 即 


g=O(1) E (1)K, 
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这 里 天 是 QU(N) 中 一 个 遂 值 非 退 化 阵 . 
注 5.5 也 可 把 U(N) 改 为 任何 一 个 由 方 阵 所 形成 的 Lie 群 C, 把 
(5.40) 式 和 (5. 41) 式 作为 调和 映照 的 微分 方程 ,但 应 以 


A—gg', B=gg 


代替 (5. 39) 式 ,这 时 (5. 42) 式 仍然 是 这 组 方程 的 Lax WY. 

现在 利用 Darboux 变换 来 制作 (5. 40) 式 和 (5. 41) 式 的 精确 解 L361. 
为 此 ,如 第 1 章 所 叙述 的 ,应 由 它们 的 一 个 已 知 解 作为 出 发 点 . 

首先 讨论 群 G 是 实 (或 复 ) 的 完全 线性 群 GL(N, R)( 或 GL(N, C)) 的 
情形 , 它 不 是 紧 致 群 , 在 其 上 不 存在 群 不 变 的 黎 曼 度量 (但 可 以 有 非 正 定 的 
度量 ). RACE, 9), BE, PAKERE) NX N REPRE, OE, q, 20188 
Æ det 6 z^ 0, HA, B, $E (5. 40) — (5. 42) RJ — HEE. VÀ BEA 


D(A) = I—AS (5.43) 
的 Darboux 阵 也 ,并且 要 求 

o, = DC)G (5. 44) 
连同 适当 的 A ,Bi ,可 使 (5. 40) 5X. (5. 41) 式 成 立 ,也 即 要 求 O, Ai, B, 


满足 
à, = AA, ®, ; 


(5. 42’) 
Die = A(24 —1) ! Bi. 
将 (5.44) 式 代入 上 式 ,利用 (5. 42) 式 ,就 有 
A, =A-—S,, B =B+S, (5. 45) 
和 
S,S = AS —SA, SS —2S, = SB — BS. (5. 46) 


因此 ,只 要 作出 (5. 46) 式 的 非常 值 的 解 SCE, 9) ,利用 (5. 45) 式 作出 A, 
Bi, 且 用 (5.43) 式 、(5.44) 式 来 构 作 eb, , D] b, 就 满足 (5.42 ) 式 ,因而 Ai, 
Bi 满足 (5. 40) X. (5. 41) 式 ,也 就 是 说 ,Ai ; B, 是 一 个 新 解 . 

下 面 来 作出 方程 组 (5. 46) 式 的 解 S 的 显 式 表达 式 : 


任 取 不 全 相等 的 常数 和 Ai， ttg, Au (A. #0, P 1; Q 一 1, 2, ut N), 
MER SXF IARE B, os, Ly EN XN BE 
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H = [6())h, +, BN)LN] (5. 47) 


为 非 退 化 的 . CH ANS 6(,)L 就 是 Lax 对 在 4 — A, 时 的 列 向 量 解 . ) 记 
A 为 对 角 阵 
Ài 


A= ; (5. 48) 


则 有 如 下 定理 : 
定理 5.3 和 矩阵 
S = HA! H^? (5. 49) 
满足 方程 (5. 46) XX. 
WERA h, = @(A,)1, 是 (5.42) 式 当 4 二 时 的 一 个 列 向 量 解 , 即 


ha = AA, he = àa (2àa — 1) Bh,, 
; : ( ) (5. 50) 


w= N 


从 而 得 到 
H, = AHA, H; = BHA(2A—1)", 


zd S, = AHAA” H` — HA ^ H” AHAH ! = A— SAS”, 
这 就 是 (5. 46) 式 的 第 一 式 , 而 
S, = BHA (24 — 1) A! H? — HA" H>” BHA(2A — 1) H” 
= BH (2A — 1)! H? — SBHA(2A — 1) H`, 


代入 (5. 46) 式 的 第 二 式 , 易 知 它 是 满足 的 ， 国 

综 上 所 述 , 有 如 下 定理 : 

定理 5.4 设 (A, B, @6) 是 (5. 40) 式 一 (5. 42) 式 的 一 个 解 ,又 S 由 
(5.49) 式 定义 , 则 由 (5. 45) 式 和 (5. 44) 式 所 定义 的 (Al，B1, @ ) 也 是 这 
组 方程 的 一 个 解 . 

和 第 1 章 一 样 ,所 有 可 对 角 化 的 S 均 可 由 (5. 49) 式 给 

(5.49) FR (5. 43) X (5. 44) EFAS. 45) 式 确定 了 Darboux 变换 
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(A, D; $) 一 (Ai ， Bi, ®, ), 


其 算法 是 纯 代 数 的 ,新 的 调和 映照 是 O (1) 右 乘 适 当 的 常数 阵 ,也 是 用 代 
数 方法 决定 的 . 
在 这 个 构 作 中 , det H A0 是 一 个 不 一 定 能 整体 地 满足 的 条 件 ,这 就 
是 说 ,如 果 种 子 解 (A, B, DELF R (或 某 一 单 连通 区 域 2) ,我 们 不 
能 保证 A, Bi, di 能 在 R (或 2) 上 有 整体 的 定义 . 因而 我 们 要 问 ,在 
什么 条 件 下 Darboux 变换 能 够 得 出 整体 解 ? 男 一 问题 是 :如 果 G 是 一 个 
子 群 ,A, B 取 值 于 G 的 Lie 代数 G ,试问 如 何 构 作 A ,Bi 使 得 它们 能 够 
仍然 取 值 于 G' 呢 ?这 是 两 个 相互 联系 的 问题 .在 G = UN) 时 ,我 们 在 
下 面 对 这 两 个 问题 给 出 回答 . 
重复 一 下 ,U(N) 群 由 满足 g* — g 的 所 有 的 NX N 阵 构 成 .一 个 甜 
EE A 属于 U(N) 的 Lie 代数 x(N) 的 充 要 条 件 是 
A* +A=0. (5. 51) 
现 设 (A, B, B) 为 (5. 40) X — (5. 42) RN — AB, 4E SOR R, 
A, BE u(N) (如果 它 们 的 定义 域 是 R'' 中 的 单 连 通 区 域 0, 则 一 切 叙述 
均 有 效 , 这 里 不 再 重复 ). 我 们 照样 可 以 按 (5. 45) 式 和 (5. 44) 式 作 
Darboux 变换 ,但 为 使 A! ，B! € u(N), 则 需要 
(S+S*),=0, (S+S*),=0 (5. 52) 
成 立 . 因而 重要 的 是 构 作 S 使 (5. 52) 式 成 立 . 这 种 特殊 的 S 可 以 通过 下 
面 的 方法 得 到 . 
取 X 为 一 非 实 的 复数 , 选 AL 使 得 


a Te N) (5.53) 
X LE TTE — AMA 6 = w = 0 ) 满 足 
hh, 二 0 (Ë ù. Æ Àg), (5.54) 


HE ^, 是 线性 无 关 的 . 下 面 要 证 明 : 对 这 样 选取 的 1。, la 所 作出 的 S 必 
满足 (5. 52) 式 . 

首先 证 明 : 若 (5. 54) 式 在 一 点 成 立 ,那么 它 在 Re :处 处 成 立 . 事 实 上 ， 
由 (5. 50) 式 可 得 
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(hž hg), = Ah* A* hp 3- Aph* As， 
(h ha)e = A,(2A, — 1) ! A B* hy Aj (2A; — 1) ^ ht Bho. 
TEA. Æ Àp A. = Ap, 因而 
(Af hs), = (AI hs) = 05 
ORAL T (5. 54) 式 在 一 点 成 立 就 在 处 处 成 立 . 
其 次 ,可 以 看 到 ,对 应 于 同一 个 4。 = A^ (Ga?) , ^, 的 集合 如 在 一 点 线 
性 无 关 , 则 在 点 点 线性 无 关 . 这 是 因为 方程 (5. 50) 式 是 线性 的 ,如 果 一 组 
解 在 茶点 线性 相关 ,它们 必 在 处 处 线性 相关 . 在 此 选 h。 的 初始 值 ,使 它们 
满足 (5. 54) 式 且 线性 无 关 . 由 于 对 同一 个 4。 的 h。 线性 无 关 , 又 由 (5. 54) 
式 可 知 , 所 有 这 些 h, 也 线性 无 关 . 
由 此 可 得 det H Æ 0 处 处 成 立 ,所 以 所 得 的 解 是 R'' 上 的 整体 解 . 
再 由 S 的 定义 (5.49) 式 可 知 
SH — HA! = 0, 


Sh, — Ash, = 0, 
同时 也 有 

hj S* — A, hj = 0, 
因而 有 


hš(S* + S)hy = (s! Haz! )AEA,. 
MAp HA, 时 ,此 式 右 端 为 0. 当 ) = A, = ACCRA) 时 ,上 式 右 端 为 
NL 
Gr ge) s OR 
EX 
Pu 
由 于 h, (y = 1, 2, °°, N) 为 线性 无 关 的 ,所 以 有 


hs (S* +S)h, = hj (去 二 


2 )Ih,. 


S*+S= Casale (5:85) 


由 此 知道 (5. 52) 式 成 立 ,A, , Bi RETF «(N). 因而 有 如 下 定理 : 
5EJE 5.5. 设 G=U(N), A, BE wu(N), 又 设 (A, B, DEG. 40) 式 ~ 
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(5. 42) 式 在 R'' 上 的 一 个 解 ,S 是 由 (5. 49) 式 所 定义 ,但 其 中 和 4 的 取 
法 满足 方程 (5. 53) 式 、(5. 54) 式 和 det H Æ 0, 则 由 (5.45) 式 和 (5. 44) 式 所 
AE XJ CA , Br, dy ) 也 是 这 组 方程 在 R'* 上 的 整体 解 , 目 AL, B € u(NN). 

EF G 为 SU(N) 时 , 依 定义 g € SU(N) 的 充 要 条 件 是 gE U(N) B. 
det g = 1. SU(N) 的 Lie 代数 su(NN) 的 元 素 A 由 A € u(N) HtrA=0 
所 定义 . 

上 面 的 定理 5.5 对 SU(N) 仍 然 成 立 , 这 时 应 有 trA= 二 trB=0, trA = 
tr Bj = 0. 事实 上 ,利用 (5. 46) 式 ,(5.45) 式 还 可 写成 为 


A, = SAS", (5. 56) 
B, = (S—- 201) B(S — 21)". 
在 此 我 们 注意 到 
一 S 十 27 =— H(A" —2D H^, 
X A° 为 非 实 的 ,所 以 21 — S 非 异 . 
ATES trrA=trB=0,\(5.56) 式 就 得 出 
tr A, = tr B, = 0; 
$5.6 A—1,0() NI 
(1), = AD(1), (1); = Bo(1), 
IR] (5. 39) 式 相 比较 ,可 知 调和 映照 g 就 是 
g= B(1)K, (5. 57) 
式 中 天 是 适当 的 右 乘 因子 以 保证 g € UCN) . 这 种 调和 了 映照 的 构 作 在 文 
献 [6] 中 也 曾 研究 过 ,但 没有 用 Darboux 变换 ,其 结果 没有 这 里 的 具体 . 特 
别 ,我 们 在 这 里 指出 :利用 纯 代数 的 算法 可 以 得 到 新 解 的 显 式 表 达 式 . 
5.3.3 MFS 
以 平凡 解 为 种 子 解 , 按 上 面 的 方法 作 Darboux 变换 ,可 以 得 到 单 孤 立 
子 解 和 多 和 孤立 子 解 ,并 且 这 种 作法 用 代数 算法 就 能 完成 . 这 对 一 切 的 
U(CN) 都 适用 ,但 为 简洁 计 , 在 此 取 六 = 2 的 情形 ,考虑 R "一 SU(2) 的 
调和 映照 . 
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SU(2) 的 元 素 可 写 为 


; (5.58) 


这 里 8, Y 是 复数 ,并 满足 YY 十 BB 二 1. WA, B 为 su(2) 中 的 非 零 常 值 元 
素 ,而 且 [A, B] = 0. 这 样 ,调和 映照 方程 (5. 40) 式 和 (5. 41) 式 都 能 满 


足 .不 妨 记 , 
A- s d | B- |" a (5.59) 
0 —ip 0  —1q 
XH p, q 为 非 0 实数 . 这 时 求解 dgo = (Ady + Bdé)go，, 可 以 取 
e (rta 0 
Bo | ò "T (5. 60) 
是 一 个 调和 映照 ,@ (A) 2g 
L(A) 0 
ca) es : 5. 61 
d (A) | "Er T ( ) 
其 中 
(A) = exp (ion + z ze). (5. 62) 
go, A, B, & 就 是 作 Darboux 变换 的 种 子 解 . 
Wt A; = Ao, Àz = BE 互 具 有 形式 
= [h, h] = | se (5.63) 
al y Co) 
这 时 ae — 
he hy = blL(Ao) No) Hal (M0) 0 (ao). 
HT 


iñ 
— 1 


Io) = exp (oon + zc £) = I (ào), 


L(ào) = [> (Ao ); 


FAJE hi hi = 0 成立, 其 条 件 为 6 —— a. 
经 过 计算 ， 得 到 
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det H —e'4Fjal'e"70, (5. 64) 
S = HA“ H 
x 1 1 
e e 2 cerco 
E ‘ AS | a | En =) e a 
eg Tier eed. —is CN EET i 
Ào Ào Ka Ào 
AH z 
: ~ ; ào Mo 
r= is — X3) oq (zi 21 —)e (5. 66) 
0 
和 p 
一 À À 
s= Qi td) py (mm 1+a )e (5. 67) 


为 实 值 线性 函数 . 新 的 基本 解 和 新 的 调和 映照 分 别 为 
a (A) = (I-a8)@(a), 
| (5. 68) 


- Ao 
81 -a 0| . 


上 式 右 乘 的 常数 因子 | | 是 为 保证 e © SUC) 所 需要 的 
注 5.7 如 果 以 r 一 ln lal, stiln(a/|al) 代替 r,s, 并 仍然 记 它 


MAr, s I S 的 表达 式 中 的 a 可 改写 为 1, 即 可 以 把 a 吸收 到 r,s 中. 


把 gi 写成 为 ` 
n pi 
po | 3 zR; (5.69) 
TA Yi 
而 
E 
yi = » Ao ellpataé) Ao 
1 er 十 ert um 1 , 
(5. 70) 
B amna (= =) - 1 sgg an au | 
ào AÀole' +e Ao — 1 
"nid l 
B =a, yv—ame^, 


p —0, 0) > 0, 0, , Ti HE, W 
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pS 
Ao (Ao mE 1) 


sech r, 


d 
TT 

: (5. 71) 
gi emu pL. 


a Moa 关于 > 的 图 形 为 图 5. 1, 所 以 具有 孤立 子 形状 . 


Py 


如 所 知 ,SU(2) 是 一 个 3 维 流 形 ,实际 上 可 用 R* 中 的 3 RRS’. 


+ t +z =l 


来 刻画 . (Zi s X25 X3, zí ) 和 元 素 M i 的 关系 为 
y= titir, P= x3 izi (5.72) 


由 (5. 69) 式 可 见 到 ,除去 ~ 仅仅 依赖 于 x 或 : 的 情形 外 , 当 :固定 ,z 
变动 时 ,以 及 z 固定 , 变动 时 We AA RI we He EAB x, = n. = 0, 
xi tah = 1, 也 即 以 此 两 个 大 圆 为 极限 环 . 

注 5.8 可 以 验证 ,对 于 SU(2) ,不 变 度 量 就 是 标准 球面 S 的 度量 ， 
所 以 到 SU(2) 的 调和 映照 等 同 于 到 标准 球面 S 的 调和 映照 


5.3.4 ZMF 


运用 多 次 的 Darboux 变换 ,可 以 得 到 多 孤立 子 解 . 
Mao ds X41 为 个 非 实 的 复数 ,假设 它们 互 不 相等 ,并 且 满 足 
(i) | 2—1 | (一 0,， 1,…,& 一 1) 互 不 相同 ; 


= À À 
l 
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这 里 p, q MERT 


e Potae) 0 
go 一 | 0 Pom (5. 73) 
中 出 现 的 常数 . 令 
| = A A 
Ti = i{ (ae X000 + a remi 


A ) < (5. 74) 


s= Qu X002 + (5 2A, eo dcm q 


(1—50,1,2, °°, k— 1). 


这 是 一 组 实 的 关于 e, 7 的 线性 函数 . 容易 验证 Uj) 不 是 常数 的 充 


要 条 件 就 是 (i) ,而 (ii) 则 表示 n 确实 是 依赖 和 上 的 . 另外 , ro, so 就 是 
讨论 单 孤 立 子 时 所 定义 的 ~， s. 
由 于 已 有 g 和 s ,于 是 可 以 用 递归 的 方法 作出 


®; (A) (I-—48S,2) ds (I—4S,)4. (A), (5. 75) 
— e: Vs = _ Ao bud A 
a À S mi (5. 76) 


(j = l, 2, PTE k), 


S, 就 是 作 单 孤立 子 时 所 定义 的 S; Si , S, ner) Sia 分 别 是 依 D, ®, ，…， 
Pı FZ (5. 49) 式 所 作 的 阵 . 
根据 S, 的 表达 式 P 


0 
人 Mo l (5.77) 
70 一 士 ce fo 
ix 
1/À,, 2 Yo 一 十 00; 
-1 : (5. 78) 
1/ ào, H ro 一 一 co 


现在 需要 证 明 如 下 引 理 : 
引 理 5.1 4r, BR, :一 十 ce 时 
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pı 0 
r7 


lim S, => 
1 一 十 co 


(5. 79) 


(m = 1A 31/2055 2= 0,1, 2, +, k— 1). 


证 明 用 递归 证 法 : 设 上 式 对 /二 0, 1, 2,，…, 1; 一 1 成 立 ,考察 /一 :的 
情形 : 
由 于 7; 有 界 , 故 当 t 一 十 co 时 ,rm ，…，r-1 一 十 co ,这 时 ,已 有 
rt 0 
中 cd 要 , (5. 80) 
0 ACADLT (A) 
式 中 “~” 表 示 渐 近 形态 ,而 


[| uds. aalsilusamos Gasp 


HS E 
SI(A) — sd (A), (5. 82) 
从 而 Ed 
MA; LA; ) b, MA: ) (Ai) 
H; ~ X 2 n (5. 83) 
a; ACAL (A) ACADLT (a) 
式 中 b; —— Qi. 


如 前 ,可 以 把 它们 吸收 到 r; 和 s; 中 ,使 得 a; — 1, b ——1, 通过 计算 
可 以 得 到 


S; = HIA Hi 
LAGOS, LAA en (I 1))sa aes 
7 (2-2) ga) diye AQUI, LAGI, 
X [| Mai) Pet +] sa) le]. (5. 84) 


Ml too, r oo, 则 有 下 式 成 立 : 


pi 0 
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于 是 完成 了 递归 的 证 明 . E 
依 假设 , 当 t =+ oo 时 ,ri-1 有 界 , 因 而 Toy Ut Yueg x9, 从 而 


l — ue 1—po 


Ek 人 一 (I—S,4) 


ome 1—7 


X 


e iC pytqé) 
| (5. 85) 


do... Aen | 


e (rho | Ag 4 和 ET 


再 根据 S. 的 渐 近 表示 式 (5. 84) 式 ,就 可 见 到 在 n AR, 1 一 十 oo 的 情 
况 下 ,gi 的 渐 近 情况 和 单 孤 立 子 相 同 . 

如 果 t sto, nm, e, ri-1 中 有 一 个 不 趋向 于 十 co, 比如 说 
rj; oo (i«k—1), WE ARI r,— oo. 依据 Darboux 变换 的 可 换 性 
原理 ,把 相应 于 à: 的 Darboux 阵 移 到 最 后 ,虽然 各 个 因子 的 表达 式 应 作 
适当 变动 ,但 所 得 结果 仍然 是 ge 从 而 知道 上 + 一 十 ce , HAT r A toe 
的 方向 ,gx 的 渐 近 情况 仍 为 单 孤 立 子 . 

在 :~ 一 ce 时 ,可 以 作 同样 的 工作 ,得 出 类 似 的 结果 . 此 时 jy; 的 值 应 
该 变 为 复 共 斩 , 这 就 说 明 所 得 的 单 珀 立 子 有 “ 相 移 ”. 从 而 有 如 下 定理 [36] : 

定理 5.6 ”从 平凡 解 出 发 ,应 用 & 次 Darboux 变换 ,所 得 到 的 R^ 到 
U(CN)( 或 SU(CN)) 的 调和 映照 的 & 重 孤立 子 解 有 下 述 性 质 : 当 上 一 士 ce 
时 , 半 近 解 分 解 为 有 个 单 孤立 子 解 .在 上 一 十 ce 和 上 上 一 一 ce ux ky 
子 解 依 相反 的 顺序 排列 ,各 有 其 相应 的 相 移 . 

这 样 ,对 于 RB) UCN) (RR SU(N)) 的 调和 映照 的 多 重 孤 立 子 解 也 
Fl KdV 方程 等 其 他 方程 一 样 ,表现 出 的 相互 作用 是 弹性 散射 ,所 以 称 它 
为 孤立 子 解 是 很 恰当 的 . 


85.4 R? 到 UU(N) 的 调和 映照 


5.4.1 RP 到 U(N) 的 调和 映照 及 其 Darboux 变换 


i R^ 的 笛 氏 正 交 坐标 为 (z+, y), 则 R^ (RR? 的 某 一 单 连通 区 域 0) 
到 VGN) 的 映照 %z，y) 的 能 量 为 
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S[$] —— [4.74.67 + 47 4, de dy, (5.86) 


如 SL$] 的 Euler 方程 成 立 , 就 称 $ 为 R^ 到 U(N) 的 调和 映照. 
引入 记号 


=ni Eei (5. 87) 
和 
令 

A = $f”, B= $97. (5. 89) 
£j $5. 3 中 所 述 相同 , n R$ WARR, UI A , B. 应 满足 微分 方程 

A= BoA, B] 550; (5. 90) 

A, -- Bg — 0. (5.91) 

因为 $E U(N),9* =¢", 


A* = $* ig% = 4($1), —— $$ 44^ —— B, 
所 以 关于 A, B 的 约束 条 件 是 
A* =— B. (5.92) 
相反 ,如 果 A, B 满足 约束 条 件 (5. 92) 式 以 及 微分 方程 (5. 90) 式 、 
(5.91) 式 ,那么 从 这 一 对 A, B 出 发 ,由 方程 
$;— A$, $ = B$ (5. 93) 
可 解 出 $, 此 时 $ 还 满足 
($* 9), = $16 -- 9*9, = ($e)* $-- $* 4, = (AS)* $$* BB 
= $* (A* +B)$=0. (9:94) 
同样 有 
($*$) = 0. (5.95) 
所 以 若 取 初始 条 件 使 8*$ = 工 成 立 , 则 此 式 就 在 处 处 成 立 , 因 而 可 以 把 
(5. 90) 式 (5.91) 式 (5.92) 式 看 成 是 R: 到 U(N) 的 调和 映照 方程 . 除去 
右 乘 U(N) 中 一 个 国定 元 素 外 ,它们 唯一 地 确定 了 R 到 U(N) 的 调和 映照 . 
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再 引入 谱 参 数 4, 作 Lax 对 


Gr 一 146， d,— BO, (5. 96) 


a 
24 —1 
其 可 积 条 件 就 是 (5. 90) 式 和 (5. IDR. 8) E A 去 时 有 意义 . 设 所 先 
取 的 初始 条 件 为 5 一 三 一 0, 6 € U(N), 那么 

g = (1) (5.97) 


就 是 一 个 调和 映照 . g 除了 右 乘 一 个 U(N) 中 的 常 值 阵 之 外 ,也 是 完全 确 
AE HJ. 据 文 献 [74],@(4) 称 为 调和 映照 g 的 拓 广 解 . 此 外 ,还 应 注意 ,如 果 


| 2 一 11=1, WA= G(X) 在 U(N) 中 取 值 . 

XT R 到 UGCN) 的 调和 映照 ,在 文献 [74] 中 已 有 很 多 叙述 ,下 面 主 
要 讨论 它们 的 Darboux 变换 ， 

A $5.3 中 所 述 相同 ,可 构 作 Darboux ME D = I — AS 以 及 作 Dar- 
boux 变换 


(A, B, $)-—(A,BHB, $i), (5. 98) 

这 里 
ð = (I—4S)06, (5. 99) 
Ai = A rs Bi = B+ Sy. (5. 100) 


为 使 (A， , Bi, ®, ) 满 足 调 和 映照 的 Lax 对 


Diz = AA, ®, , Dir = B® , 


s 应 满足 
SgS — AS —SA, S,(S—2I) —- SB — BS, (5. 101) 
此 外 ,还 应 有 AY 一 一 Bi 以 及 
A; = SAS”, B, = (S—21I)B(S— 21)". (5. 102) 
和 以 前 的 作法 一 样 , 取 N AERA, às s An (0s). 又 取 


h, = P(A, )l, (p = l, 2, ety N), (5. 103) 
L, 是 常 列 向 量 ,应 选取 这 些 /使 得 
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H = [^ 》 hz, ta hy ] (5. 104) 


为 非 异 阵 , 则 
S= HA" H”, A= diag(àı, àz, 7, An) (5. 105) 


就 能 使 (5. 101) 式 满足 . 其 证 明和 及 … 的 情形 完全 一 样 . 
现在 要 求 取 到 A, UL, 使 得 A* = 一 Bi 成 立 . 为 此 , 取 w 为 任意 不 是 
实数 的 复数 ,又 取 


Ee 1 
w= se. (5. 106) 
0 (p= T; e k) 
à: -1 (0<k<N). (5.107) 
02 (p — k-1, IM N) 


为 使 ol: 天 wr, BR | 2w1 一 1 | 关 1. Wh, n, h 为 相应 于 4 = wi 的 列 
向 量 解 ， hg 9 os hn 为 相应 于 = 02 的 列 向 量 解 , 即 


h, = Ba dla, 
h, = ®(w2)l, (5. 108) 
(a—1,2,-«,k; p=k+1, =, N), 
这 里 li ,…, lw 是 线性 无 关 的 常数 列 向 量 . 我 们 选取 这 些 列 向 量 使 得 在 
一 定点 (例如 (0, 0))A, AA. 在 酉 几何 意义 下 正 交 , 即 
h*h, = 0 (5. 109) 


成 立 . 利用 Lax 对 可 见 


(h)g = (h4)* = 2r Bh,) —— wihtA, 


202— 1 (5. 110) 
(hgh. )r —— wi hiAh, + hfwi Ah, = 0, 
同样 有 
(Atha); = 0, (5.111) 


因而 (5. 109) 式 处 处 成 立 , 即 & 和 h。 处 处 有 正 交 性 . 
从 S 的 定义 可 见 
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92 ie. Sie 
Wi Q2 
以 及 
nes* =x, po = +r, 
01 w2 
所 以 E 
h*(S* — S)h, = [pce pm 
h*(S* — S)h, = ie ce es 


h*(S* — S)h, — 0, 


h*(S* — S)h, = 0, 


(a, b= lw ki b, q = kl, s, N). 


IK (5. 106) X ws* 的 取 法 ,有 下 式 成 立 : 


所 以 
lis di 


hX(S* — S)h, = il ns 


(a, B=1, 2, *-, N). 
由 于 {h。| 是 线性 无 关 的 NN 个 列 向 量 ,所 以 


eee id cce 
a Se mae 
从 而 
Af B, = (4 一 S5) +B+S, 
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(5. 112) 


(5. 113) 


(5. 114) 


(5. 115) 


(5. 116) 


所 以 Ai, Bi 满足 U(N) 群 的 约束 条 件 (5. 92) 式 . 从 而 得 如 下 定理 [38] : 
定理 5.7 WRA Mh, 的 选取 满足 (5. 107) 式 和 (5. 109) X, B. h, 线 
性 无 关 ,那么 Darboux 变换 (5. 98) 式 给 出 了 R^ 到 U(N) 的 新 的 调和 了 映 


照 ,此 映照 (除了 右 乘 U(NN) 中 一 个 常 值 元 素 外 ) 由 
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gi 一 $, (1)(d lo) 


给 出 ,这 里 (o lo) BO, 在 一 定点 5 一 0 时 的 值 

注 5.9 本 书 的 记号 和 文献 [74] 略 有 不 同 ,主要 的 差别 是 

G) 本 书 中 的 A, B 相当 于 [74] 中 的 2As 和 2A,; 

(ii) 在 A, B 的 定义 以 及 方程 (5. 96) 中 ,矩阵 乘法 的 次 序 相反 ,因而 
在 许多 地 方 出 现 了 左 乘 和 右 乘 的 不 同 ; 

(iii) 本 书 中 的 参数 》 和 A 在 文献 [74] 中 以 0.73) Ia) 
的 形式 出 现 . 为 了 行文 方便 ,我 们 引入 一 个 参数 /= 1 一 2A, 用 以 表示 [74] 
中 所 用 的 A. | 

除 文献 [74] 外 ,有 关 这 一 主题 的 论述 还 可 参看 文献 [81] 和 [43]. 

现在 叙述 如 何 从 Darboux 阵 导出 文献 [74] 中 所 引入 的 C" 中 的 投影 
算 子 x flat. | 

根据 (5. 116) 式 ,有 


所 以 S — -LI Hermitian MH. 另 一 方面 ,由 S 的 公式 可 见 
Q1 
s-lr- n(a?——rns-, 
01 01 


S——— Ih 个 特征 值 为 0，N 一 个 特征 值 为 因此 


e (5. 117) 
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是 Hermitian 阵 ,个 特征 值 为 0, 六 一 & 个 特征 值 为 1, 因 而 它 是 一 个 投 


影 阵 ,而 
0 


I, 
xt+=I—-xr=H 
0 0 


La (5. 118) 


AI x 互补 的 Hermitian 投影 阵 , 它 的 不 变 向 量 所 构成 的 子 空间 和 的 
不 变 向 量 所 成 的 子 空 间 正 交 . 从 (5. 117) 式 和 (5. 118) 式 得 


Q2 € 1 
而 Darboux BE 
— rgen hl À AL 
Ds (1 LM Ee 
=(nt+m+)(1-A), (5, 120) 
w2 
式 中 
wz (wi 一 从 
a WAKO AL 5,121 
d wi (wz — A) ( ) 
注 5.10 S 又 可 以 写作 
S 一 二 1 一 (二 一 二)x (5. 122) 
(V1 Wi 02 


把 它 代 入 (5. ODARE 


rr 一 一 wixA 十 oshr + (wi-w2)xAn, (5.123) 


n; = wi Br — w;nB + (wi—wi)rnBm, 
这 个 常 微分 方程 组 是 文献 [74] 中 用 圈 群 的 表示 和 分 解 导 出 来 的 ,而 在 这 
里 我 们 利用 Darboux 变换 作出 整体 解 x 的 显 式 表达 式 [37]. 此 外 ,还 可 看 
到 (5. 123) 式 是 完全 可 积 的 . (5. 117) 式 给 出 了 它 全 部 的 解 . 此 外 ， 


gı = (1) /(1- 2) = Ge + ne90) (5. 124) 


是 新 的 调和 映照 ,这 里 
= l— l/w; 
Ae SZ: 


(5. 125) 
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满足 yy: — 1. 如 果 所 考虑 的 是 到 SU(N) 的 调和 映照 , 则 可 得 到 新 的 调 
和 了 映照 

g =O, (1)(I-A™)". (5.126) 
5.4.2 MEFR 


fu § 5. 3 中 所 述 相仿 ,在 此 可 以 作出 RR 习 U(N) 调 和 映照 的 孤立 子 
fg. 为 简洁 计 , 取 N = 2, 要 作 的 是 R 一 SU(2) 调 和 映照 的 孤立 子 解 . 取 


种 子 解 为 
ett 0 
e= | A (rz 为 非 0 复数 )， 
0 e 060 
相应 的 
T 0 = —7 0 
A = gor go -| B = gogo - |， | 
解 Lax 对 (5. 96) 式 ,得 到 
中 , = I : I (5. 127) 
0  L!(2) 
这 里 
(A) = exp Eres d: (5.128) 


B wi 为 一 复数 ,满足 | 2w)— 1 | l, ye 


dd 2o] 
容易 见 到 
LU (mi) x l(ws), p (wz) = l(wmi). (5. 129) 
取 阵 ) zi 
By ee) $ ud (5.130) 
al! (wi) I3 (w2) 
则 
det H =| (wi) |? +l a |? | w) |7. (5. 131) 
IK (5. 105) 式 得 
er e" 1 lA; 
一 十 2. — — —— jae* 
01 LI (2 (= = i (5. 132) 


EX ms 
2 


人 CU 1 a 


第 5 章 Darboux 变换 与 调和 映照 245 


XH tT (9i—u;)t 
r= (wi w:)r + (o1— 93) TE, (5. 133) 


AY 一 一 1 ((wit w;)c£ 一 (wit 095) TE) 


均 为 实 值 . TAr, s 添上 常数 项 ,使 得 |a|*, a, a 均 可 吸收 到 et, et 
中 ,使 得 S 的 表达 式 中 a 值 为 1, 从 而 得 到 调和 映照 


[C 0 
— wi 


1 _ a p 
81 = (1) = (I— S) golf, C) = e 1 
(5. 134) 
其 中 
CE B= qe 3 A (5. 135) 
fü y: 由 (5.125) 式 所 定义 ,gi 的 形态 和 R 时 相仿 . RU IARE k BM 
立 子 ,并 证 明 当 y oo 时 , 它 能 够 分 解 为 上 个 单 孤 立 子 . 这 种 演算 的 论 
证 和 R 相仿 ,这 里 就 不 再 重复 了 . 
5.4.3 西子 (Uniton) 
丁子 是 R (或 R: 的 某 一 区 域 0) 到 U(N) 的 特殊 的 调和 了 映照 ,是 
K. Uhlenbeck 在 文献 [74] 中 引进 的 . 由 于 S^ 到 U(N) 的 调和 映照 必 为 酉 


子 , 所 以 特别 重要 . 在 叙述 它 的 定义 之 前 , 先 对 参数 作 一 变换 . 
对 Lax 对 (5.96) 式 , 令 


ala. yea ae 1 
pec. uel R (5. 136) 
cdd. 
Mie 9() = 6( ^ )- Wu), 
这 时 Lax 对 为 x: 
Yr AY, y, = L—É-Bw. (5. 137) 


定义 5.2 设 g 为 R( 或 2) 到 UGCN) 的 调和 映照 ,如 果 它 容 有 一 个 
Jh] BE O(n) ,满足 下 列 4 个 条 件 : 
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(a) wG) 一 D Tat (的 多 项 式 ); (5. 138) 
(b) v(1) = I (5. 139) 
(c) W(-1) = Zg; (5. 140) 
(d) 更 (wp 六 = v(n!)' (uszE0), (5. 141) 


M g RIEF, EORNA TB FB. 

现在 分 析 这 些 条 件 :(b)、(c)、(d) 为 对 初始 条 件 的 限制 . (b) RA 
w= 18,9818 Plu) lo — I; (c) RAR un = 二 一 1 时 , V(x) |; € UCN) s 条 
件 (d) 如 果 在 初始 时 成 立 , 即 Cu) * lo = (WG) 17, WI gi Lax 对 
和 A, B 所 满足 的 约束 条 件 A* = 一 B, 就 可 推出 (d) 处 处 成 立 , 这 可 以 由 
对 更 (pi VCaá ! ) 进 行 微分 而 见 到 . (a) 是 一 个 实质 性 的 条 件 ,但 它 以 (b)、 
(d) 的 成 立 为 前 提 . 对 同一 西子, 拓 广 解 亚 (y) 及 其 次 数 不 是 唯一 的 ,这 些 
次 数 的 最 小 值 称 为 西子 的 次 数 , 或 西子 数 L”4j. 下 面 先 作 代数 上 的 准备 . 

定理 5.8 C" 中 NN XNN 阵 所 成 的 关于 jy 的 多 项 式 


V(u) = DT 
如 果 满 足 条 件 (b) 和 (d) ,那么 Wp) WET 
V(u) = Gc uni): Gud uni), (5. 142) 


RHAH x (a—1, =, n) W Hermitian 投影 ,xl 为 其 正 交 补 . 
证 明 Rn = 1 时, 即 


V(n) = T, + Tip. 
HW1) = IRAT +T = 1, 条件 (d) 成 为 
(To (T= Tx) (To +(I— T) g`) S 


由 此 得 
T%>(I— T.) = = 1 5)? To = 0, 


T*5T,; FI — T5)(I— Th) = H, 


因而 
Dlg IIo 
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所 以 To 为 Hermitian 投影 算 子 ro ,由 (b) 知 Ti X rè. 
以 下 用 数学 归纳 法 证 明 一 般 的 结果 . 设 (5. 142) ANE. n EL, B. 


ntl 
Vp) = >) Tip" 
a=0 


满足 条 件 (b)、(d). 不 妨 设 Te 250, Tr 天 0( 否 则 ,就 归结 到 低 于 ?十 1 
次 的 情形 ). TE det V(u) , 它 是 jy 的 多 项 式 ,如 果 它 有 非 零 根 j 二 uz, 
那么 Vus ) 为 退化 的 ,其 道 不 存在 ,这 与 (d) 予 盾 . 因此 det T, = 0, 
Tol = 0 关于 列 向量 !/ 有 非 零 解 . 取 由 这 些 非 零 解 所 张 成 的 于 空间 P, 
作 到 P RS Hermitian 投影 算 子 , 它 是 非 平凡 的 , 记 为 mn, HEZA 


Mati tea 天 0, one = 0). 


4 


Vn) BE CACAN + nen). 
由 于 Tort = 0, WE pW n EUR B ARA TEC) Bor. 以 下 考察 
Won )V(u)* = Va ) Ga Harta ) Ga + tH )V (p)* 


=F") F(y)* = I, 


由 归纳 法 假定 , Y). = TT (xs tant), 因而 


n+l 
F) = [IG uz). 0 
a=1 


这 定理 启示 :西子 拓 广 解 可 用 (5. 142) 式 形状 的 多 项 式 来 表达 ,但 这 里 所 说 的 
只 是 逐 点 分 解 ,不 能 得 到 m nl 的 光滑 性 . 后 文 将 有 进一步 的 论述 . 

在 文献 [74] 中 ,完成 了 一 次 西子 的 构 作 ,其 方法 和 结果 如 下 : 

X Plu) = x 十 ux 为 西子 的 拓 广 解 , 作 


Prl) P (p) = (1— u)r (nter t) 
= 1—u l 
= M ER , 


V.(u)V (u) me (1 — u)ni(x un) 


= (1— uy?) at) + (0 — unn. 
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和 Lax 对 (5.137) 式 相 比 较 , 则 有 


A = 2x, Bo—— ma! (5. 143) 
和 应 满足 的 条 件 
myml- 0, m. (5. 144) 
后 面 两 个 条 件 实 际 上 是 等 价 的 ,因为 
nen 一 (zxr)* = (amb) = (mpi), 
所 以 (5. 144) 式 实际 上 只 有 一 个 条 件 ,并 且 可 写 为 
xin, =0, (5. 144)’ 


满足 这 个 条 件 的 < 显 式 构 作 的 方法 如 下 : 
我 们 首先 注意 到 ,如 果 u, e, ws 是 & 个 线性 无 关 的 向 量 函 数 ,满足 


Uae 一 ieu , (5. 145) 
则 对 以 任意 函数 为 系数 的 可 逆 线 性 组 合 
Ve = auus (det(qu) #9), 


Var TE Ui, t, Up 的 线性 组 合 . 现 设 Ui, *** 5 Uk 是 ui > °y Up 的 Gram- 
Schmidt 正 交 化 , 即 它们 是 um, on, ws 的 线性 组 合 , 且 满足 


Vv, = Ona ， (5. 146) 
那么 
x= wol (5.147) 
就 是 一 个 秩 为 & 的 Hermitian 投影 算 子 ， 
T =r, m =n, (5. 148) 


Buu, 0, vi( 因 而 也 以 suns, wu, ) 为 不 变 向 量 . 此 外 ,由 (5. 145) 式 可 
知 Var 一 > Cov, (这 里 cs 是 适当 的 遂 数 )， 
ne = >) Tavo + D>) o*r, 


Ba rto, —(I—z)v = v — v, = 0 WS. 144) REZ. 
相反 ,如 果 x 是 秩 为 & 的 Hermitian 投影 算 子 ,满足 (5. 144) 式 , 则 对 
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它 的 & 个 线性 无 关 的 不 变 向 量 u, A 
TU, = Ua, TU 一 0 


Für. 并 且 由 于 (5. 144) XX, 


mtua = nt Au) = nbn, Hrtrua =O, 


所 以 ua Rui. cn, us 的 线性 组 合 . 
不 仅 如 此 ,满足 (5. 145) 式 的 向 量 组 u 经 适当 线性 组 合成 为 线性 无 
FN wi, 0, w 之 后 能 够 满足 


wa = 0. 
Be L,WUAN Xk (um, cn. me), CAR X k IERE Cca), U 满足 
U, = UC. 
X W = (w, +, we) = UB, BAR Xk WERE , BA 
W, = U,B+UB, = U(CB + Bj). 


在 此 求解 线性 方程 
B,--CB =0 
就 能 决定 B. 

所 以 为 了 作 r, 只 需 从 一 组 线性 无 关 的 列 向 量 w 出 发 ,它们 的 分 量 
都 是 ¢ 的 全 纯 函 数 ( 即 “ 的 反 全 纯 函 数 ) 就 可 以 了 . 这 样 就 解决 了 一 次 的 
丁子 的 构 作 问题 . 

注 5.11 在 R (或 0Q) 上 每 一 点 附 上 C” 的 & 维 平面 的 集合 , 称 为 R 
(或 Q) 上 的 上 维 平面 从 ,其 上 每 一 点 附 上 一 个 维 平面 , 称 为 这 & 维 平面 从 
的 一 个 截面 , 它 可 以 由 每 一 点 附 上 一 个 和 维 的 Hermitian 投影 算 子 x 来 描 
述 , 即 由 x = alg, C) 来 描述 . 在 文献 [74] 中 关于 r HRA m r= 0， 
BU EH zc 描述 的 截面 为 全 纯 的 , 由 于 记号 不 同 ( 见 注 5. 9) ,此 处 相应 的 条 件 
成 为 rzxL 一 0 或 即 z+r=0, 即 由 r 描 述 的 截面 为 反 全 纯 的 . 如 上 所 述 ， 
这 种 截面 可 以 由 & 个 反 全 纯 的 线性 无 关 的 向 量 所 生成 . 

例 5.1 HUN — 2, file AE 的 两 个 全 纯 函数 ,不 同时 为 0. 令 


f 
g > 


ee ees 
Chl alge 


u 
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那么 
xm. dtu. ue 
i RPSL "1G. n 
7 i If fë 
PREF ge qug) 
lel? —fz 
1 
p queues E l 
d 人 cep IFF 
ET g 的 表达 式 为 
1 ip fe gel? 2fg | 
| f£ V+ el? 2g f lgl— fl 
而 拓 广 解 为 
区 二 二 
v) = SEP d adl 
人 


5.4.4 西子 的 Darboux 变换 和 育 异 Darboux 变换 


设 g 为 西子 ,下 (Ap) 为 其 拓 广 解 .我 们 可 以 作 其 Darboux 变换 . 我们 假 
设 亚 (pj) 已 满足 规范 化 条 件 : U* (p) = Wn) ,为 六 的 多 项 式 . 
作 Darboux 变换 ,wi , os 的 取 值 为 


l—e ee r 


wi T 2 ^ Q2 一 3 ^? (5. 149) 
这 相当 于 y Whe mE. 又 可 取 坐 标 及 基 , 使 
I, 0 
L, — (h d) 一 | | b = L; = (ln … ln) = | | 
0 In 
H. = (W(e)L,  v(se )L;), 
0 0 Lo (5. 150) 
m, = HS, a= H | |n: 
O Iw. 0 0 


于 是 ,西子 拓 广 解 更 (w) 的 Darboux 变换 可 写 为 
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V, (p) = (a oT Yn d) V(u)(o- Y st), (5.151) 


式 中 , (m t+ yt) 为 Darboux 阵 , (ot Y! 64) 为 右 乘 的 和 (u,v) 无 关 的 
因子 ,而 oc 和 c+ 为 到 子 空间 Li ML, 的 投影 算 子 , 且 


_ 工 一 w 
TN 2 )- (u — €)(e — 1) 


y¥=7,(p) = (5. 152) 


人 
1 2 2 
ze (g—e)6—1) | (1— eg) (6— 1) 
up A oce) ec —ü0—7g)e-D (LG. 
YE N= Gr DO) Eae) OG) 
(5. 153) 
因而 ， 
Vi (pn?) = (x +y’ rt Vz) (ot yo), 
Vig)? = (a tyes) Vu) (oe ty ot) = P (y). 
(5. 154) 
所 以 v, 也 满足 规范 化 条 件 . 
再 看 
Pi (nu) — nz 'V(u)e d rz V(u)Y (wott+rty(p) Vp) + n2 W(u)o , 
(5. 155) 


右边 第 一 、 四 项 是 /的 多 项 式 ,第 二 、 三 项 是 六 的 有 理 函数 ,第 二 项 在 /一 
处 可 能 为 极点 ,第 三 项 在 p = E7 处 可 能 为 极点 ,但 我 们 可 证 明 , 这 两 项 中 
的 分 母 -一 和 二 了 都 可 以 和 分 子 消去 ,也 就 是 说 ,它们 都 是 的 多 项 
R. 因此 v (o) UE p 的 多 项 式 . 现在 对 此 作出 证 明 . 

我 们 要 把 m, :更 具体 地 写 出 来. 先 注意 到 H 的 道 阵 Hz! 可 以 具 
体 地 写 出 : 

C; (e) LTW(e)* 

C; (e) LZW(e )* 


—1 


(5. 156) 


AHRI k X k BEC, (e) I CN — &) X (N — k) E Cs(e) 分 别 由 方程 
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Ci (ce) LTW(e) We)L, = I, 9 (5. 157) 
C;(e)LIv(&e ) )* We" )L; = In. 


确定 . 容易 看 出 , Li P (e)* w(e)L; 7g kX RIERA. RE E EA kE 
向 量 2,88 LW (e) * We)Lil=0 p sr, Wl 2* L5 (e) “更 (e)L 一 0 
得 出 w(e)Lil = 0, AMA Lil = 0512 = 0 成 立 . 所 以 Ci(e) 是 唯一 存在 
的 , 同 理 Ca(e) 也 是 唯一 存在 的 . 从 而 


0 0 
Jn: = v(s?!)L;C;(e)LIW(e )*, 
N—k 


(5. 158) 


I 0 
xi= H, fs NS = Wle)LiC (e) L5 We)” , 


' n, V(u)Y (pot = w(e?)L; C; (e)Liw(e )* V(u)Y oat. 


(5. 159) 
右边 记 为 yY F(.JM,u-scH, 
F(e) = P(E ? )L;C; (e)LZV(e ? )* w(e)ot. (5. 160) 
注意 到 规范 化 条 件 wv(e?)* We) = Ln 
a 
gt = 
0 0 


所 以 F(e) = 二 0, 即 jy 二。 并非 (5.155) 式 第 二 项 的 极点 ,此 式 的 第 三 项 也 可 
同样 处 理 . 

这 样 就 得 到 

定理 5.9 Darboux 变换 ( 带 右 乘 规范 化 因子 (oc 十 jy o ) 使 西子 拓 广 
fi 亚 () 变 为 丁子 拓 x 广 解 V (Qu) E NA (1) 关于 的 次 数 不 会 超过 五 (j) 关 
T s RR 

前 已 指出 ,同一 丁子 解 的 拓 广 解 不 是 唯一 的 ,次 数 也 不 是 确定 的 ,但 
必须 有 一 个 最 低 的 次 数 , 称 为 西子 数 . 因为 本 (u) T. e 的 次 数 不 会 超过 
V (o) XT u HRA, ATLA Darboux 变换 不 会 增加 丁子 数 . 

在 文献 [74] 中 提出 了 奇异 的 Backlund 变换 , 即 在 以 e 为 参数 的 
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Backlund 变换 中 令 e 一 0 时 所 得 到 的 变换 . AA Backlund SRY BAW 
APJ H Darboux 变换 写 出 ,利用 Darboux BR, + e — 0 应 该 能 够 得 到 奇 
异 的 Backlund 变换 的 显 式 表达 式 , 又 称奇 异 的 Darboux 变换 . 显然 , 当 
e —> 0 RF, y — p. WR mn, x 一 x+, 就 有 奇异 的 Darboux 变换 


Pil) = (x+pyrt)Vp). 


引 理 5.2. 设 业 (4) 为 丁子 拓 广 和 解 , Vilu) = Get gx) WCG) 为 西子 
拓 广 和 解 的 充 要 条 件 为 x 满足 


(2rz 十 rA)x+ 一 0， (5. 161) 
x+Ar 一 0， (5. 162) 
证 明 由 直接 计算 得 
Wie = SE (Omen + rAr a4 Ax) 
o ay ee ye SEE E LA: 
Zu 2 


cu 
2 


从 而 就 得 (5.161) 式 和 (5. 162) x. 
53 —Jj IH, 


—_ i 
Ppr = E 2r t+ nBr +r Br) 


= os I 
EI (mye — rt Br) + Soa Brt 


__ .-l 
= IEB, 9 
从 而 就 得 
2m — rt Br = 0, (5. 161) 
zBz 5-0. (5. 162)' 


[R (5. 161) 3X, (5. 162) 式 分别 和 (5. 161) R, (5. 162) 式 等 价 ,事实 上 ,对 
(5.162) 式 取 转 置 共 轿 , 就 得 到 (5. 162) 式 ,对 (5. 161) 式 作 转 置 共 斩 ,成 立 


OS 2am er rAnrt=— nay + rAr = 2rrx- 十 rAr+t. 
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这 就 是 (5. 161) 式 . 引 理 证 毕 . B 

附带 说 明 , 若 在 Backlund 变换 的 方程 (5. 123) 式 中 令 e — 0, 就 得 到 
(5.161) 式 和 (5.162) 式 .所 以 (5.161) 式 和 (5. 162) 式 在 文献 [74] 中 被 称 
为 奇异 Backlund 变换 的 方程 . 

应 该 注意 的 是 , 当 e 一 0 时 , Ci(e) 和 Cs(e) 未 必 收 敛 于 一 定 的 极限 ， 
LYW(e)* Wle)L, A LIPE ! )* w(e !)L; KMART IESE, Ai 
需要 用 下 列 技巧 作出 x 收敛 于 zx 的 过 程 . 这 个 方法 能 够 把 e — ON SE 
成 ce 的 因子 消去 而 得 到 有 限 的 结果 ,因此 可 以 称 作 重 整 化 方法 [4]. 

V(c)L, 的 秩 数 为 .从 (5.158) 式 的 第 二 式 和 (5. 157) 式 的 第 一 式 , 有 

ziW(s)L, = WV(e)L,. 
因而 w(e)L, 中 每 一 列 均 为 xz 的 不 变 向 量 ,它们 是 关于 e 的 多 项 式 , 次 数 
不 超过 ”我们 要 把 它们 重新 组 合 ,考察 其 关于 e 的 0 次 方 的 项 ,选取 其 最 
大 的 线性 无 关 组 ,WW(e)L1 相应 的 列 向 量 构成 一 个 矩阵 
T E emet 
其 中 X 是 满 秩 的 阵 ,并 且 w(e)L, 中 其 余 各 列 向 量 关 于 e 的 0 次 项 的 系 
数 都 是 它们 的 线性 组 合 , 把 这 些 列 减 去 x* 中 各 列 的 适当 的 线性 组 合 , 消 
ET À 的 系数 ,再 除 以 。, 就 得 到 形 为 
b 二 be 十 … 十 bie”! 
的 一 组 向 量 , 从 上 式 的 这 些 2 中 选取 一 部 分 ,使 和 ?组 成 最 大 的 线性 无 关 
向 量 组 ,并 令 相应 的 列 向 量 排 成 
p y qr OPE E TA 
继续 依 这 个 方式 进行 下 去 ,直到 没有 剩余 的 .和 它们 线性 无 关 的 不 变 向 量 
为 止 . 这 样 ,就 把 at 的 不 变 向 量 排 成 
[ys voc ] 
的 形式 ,而 
Qood ers ES 


y reden ENS (5. 163) 


X P Xe T XLI. s 
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式 中 的 x(a = 0, 0,5: 2— 0, 5, n) 均 为 同 e 无 关 的 阵 ,而且 和 e 无 关 
的 项 所 成 的 阵 

Xe uis tad (5. 164) 
的 秩 必 为 ,否则 ,重组 过 程 还 不 能 终止 . 这 样 ,[x*,…, x’] 的 各 列 是 
x 的 不 变 向 量 , 它 们 组 成 平面 P.. 显然 , 当 e->0 时 ,这 平面 有 一 极限 
P, 它 是 由 Xx 的 各 列 组 成 的 ,所 以 P. PLE xz SUAE VE UE 
影 到 P 的 Hermitian 投影 算 子 ct. 79 y 的 Gram-Schmidt 正 交 化 ， 
则 得 到 公式 

22 il 


1 二 一 ye = 1 = = -三 庆生 
lim rs XX x’, lmm =—=x=1—x-. (5.165) 


e>0 


这 样 束 证 明了 ee 一 0 时 x 和 xa 的 收敛 性 . 利用 调和 映照 的 一 些 性 质 ( 见 
文献 [97]) ,还 可 证 明 它 们 的 导数 的 收敛 性 ,从 而 得 到 
定理 5.10 x+ 二 XX ,x 二 1 一 x+ 满足 (5.161) 式 ,并 且 


本 一 (r 十 pr )V 


为 新 的 西子 拓 广 解 . 

iES.12 x 的 构 作 可 再 作 如 下 的 说 明 . ii V. = @(e)L ,这 是 一 个 
N Xk 阵 , 秩 为 &, rz 的 不 变 平面 由 V. 的 各 列 张 成 . 由 于 V. 满 秩 , 所 以 
VE V. 是 k X k WIERE. E N X N 阵 


Wea VVV Vis 
Wr= W., w: 一 W,, W. V. —V,, 


ri = W,-—V(VIVVE (5. 166) 
设 K Ek X k 的 满 秩 阵 , Vi = VK, 那么 同样 也 有 
ro = VVV V. (5. 167) 
前 面 所 说 的 重 整 化 就 是 以 适当 的 
Vi = [x, x e y] = yty, He He, (5. 168) 
来 代替 V, ,这 里 的 y 的 秩 数 是 &. 从 这 里 就 见 到 当 c0 时 ， 
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lim ri = x Dx : (5. 169) 
所 以 (5.165) 式 可 以 写成 为 
nt—xy*y) y. (5. 170) 


它 比 (5.165) 式 简洁 一 些 ,没有 出 现 Gram-Schmidt 正 交 化 的 运算 . 
现在 以 n = 1 为 例 来 说 明 es 一 0 时 ,xs Ae JU oo 和 上 的 极限 


“4n=1h 
Wp) 一 m + pry , 
x. = (m He rt )L:C:(e)L5 (m +e tnt), (5.171) 
n= (m ter? )LiC (e)L* (m tert), (5.172) 
而 
Ci(e)L (m +| e Part )L = h, (5.173) 
C, (e)L5 (m 十 | e |rt )L, = Ina. (5.174) 


DA P HE 24 e—>0 BT me 和 xz: 的 极限 的 存在 性 . 通过 坐标 变换 和 基 的 


变换 ,使 


I, 0 
Li = 9 L: xs E 
0 In- 


id 


(5. 175) 


(5.176) 


为 mı 的 分 块 阵 ,其 中 的 Mil s 702, M213 7:54] 3] 7J EX b, kX(N—R), (N—k) 
Xk, (N—k) X (N—k) BAF r = m, MUAS 


mi 一 mug Wie = An, We = Mz, M2 = Um. (5.177) 
HIT r =m, 所 以 有 
mi mra 一 nn, nann 十 ZGnzn = "Ua. (5.178) 
因为 mm 为 Hermitian ATUL ERX k A UCR) B, tE 


Ti 一 B diag(0, E 0, Ar-+1 ;775 A. )B* (Anu 9 "9 Àk 天 0), 
(5.179) 
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因此 (5.173) 式 化 为 
C, (e)B( diag(0， eg 0, Àr+1 » Ut, Ar) 


十 | E diag(1, TUS l, I: dot 1—4,))8* E I, 


C (e) = Al diag( | e 17, =, Le 17, 


1 PEETS E Ge 
a a 
(5.180) 
由 (5.158) 式 ， 
zi c e(l—mi) 


721 ^ €72 


n= 


e ote; T e(1 — mı), 712 — eri: |. 
(5. 181) 
由 Xu 的 表达 式 (5. 179) 式 可 见 
mB diag(I,, 0)B* = 0. (5.182) 
此 外 , 设 有 k 维 的 向 量 / 满足 nul 二 0， 则 由 (5. 178) 式 可 见 712720 = 0, 
因此 
(zi L)* (zal) = [* gunalcld* (tui — zi) E05 


所 以 zal = 0. 由 此 得 出 


m2 8 diag(I,, 0, +, 0) = 0. (5. 183) 
把 这 些 关系 代入 xz 的 表达 式 (5. 181) 式 并 令 e 一 0, 得 到 
L 


x+= lim z; 


e—> 


= MIO "1,0, s au mu Lm m 


721 


ee d "| 


0 0 (5. 184) 


而 zx 的 表达 式 是 
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l — X12 
x = lim m, = 
£0 


1 — zz 
X adiag (7, one. Tae 0, Ug 0 Ja" [一 ra Lay | 


ea 
+ a 
O adiag(0, Ix, )a* 
(5. 185) 


这 里 a 是 适当 的 (N — K) X (N — K) BE, CIE rz 对 角 化 . 
定理 5.11. (因子 分 解 定理 ) 任 一 mn 次 的 丁子 拓 广 解 KOTAK 
Vl) = (zt, + yt) (ri + ux i) zi: (m + prt )Co (5. 186) 


的 因子 分 解 , 式 中 (一 1, 2, …, n) Z3 Hermitian 投影 算 子 ,zt 为 其 正 
交 补 ,Ce AUN) DA RCA (AR MATT). 
在 证 明 此 定理 之 前 , 先 证 明 下 列 两 个 引 理 . 
引 理 5.3 设 丈 (4) 为 西子 拓 广 解 ,次 数 为 n, 则 存在 Hermite 投影 
Xx, 使 得 
Pilu) = Gc ux -)vV(u) 
为 定义 于 的 一 个 稠密 开 子 集 上 的 西子 拓 广 解 ,其 次 数 至 多 为 n. 
证 明 设 业 (1) 的 展开 式 为 
Vi qd. depo dece 
由 于 调和 映照 的 方程 是 椭圆 型 的 ,日 U(N) 是 解析 流 形 ,可 以 断言 A, B 
都 是 x,y 的 解析 函数 ,从 而 To 也 是 zx, y 的 解析 函数 . 设 Tu 的 最 大 秩 数 
为 有 ,那么 使 Te 秩 数 为 & 的 点 在 2 中 构成 稠密 的 开 集 2, ,又 如 L 为 由 
k+a (a 之 0) 个 列 所 成 的 常数 阵 ,ToLi 的 最 大 秩 数 为 &, 那 么 使 ToLi 达 
BRR RN REO 中 也 为 稠密 的 开 集 2. WL = [Li, Lj], 以 它 作 
Darboux 变 换 ,由 (5.157) 式 和 (5.158) 式 有 
rt = Ve)LiC(e)L*V(e)*, 
Ci (e)LIW, (e)* Wi (e)Li zs I 


当 e 一 0 时 ,在 2: 中 成 立 
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C; (0) = (LET oToLi ie ; 
mte Th C(O T$. 
根据 亚 (w) 所 具有 的 性 质 P) Vo) = I, 我 们 有 
TT, = 0,， 
从 而 x+T —0. 因而 在 2 上 的 西子 拓 广 解 Wi (4) 的 次 数 不 超 过 n. 


引 理 5.4 设 和 (yy) 为 丁子 拓 广 解 ,次 数 为 n, 则 必 存 在 定义 于 0 RA 
密 开 子 集 上 的 Hermite 投影 算 子 z, 使 


Wn) = (rt yet) Wily), 
XH Wain) 为 西子 拓 广 解 ,次 数 不 高 于 n 一 1. 
证 明 取 z 为 前 一 引 理 中 的 x+, r+ 为 x. 令 
Y- (u) = (eb 22) WH), 
则 
Pilu) = (xt pnt Vp) = (nt un (att un) Wu) = uu). 
所 以 P- (GO BS TRACER E n — 1. 
另 一 方面 ,可 直接 验证 V- (Ap) 为 西子 拓 广 解 的 充 要 条 件 为 
rz 4z 一 2r+rr 一 0, 
rAr+= 0. 
令 t 二 x+, ri 二 x, 这 就 是 x 和 x 所 满足 的 (5.161) 式 和 (5.162) 式 . 引 
理 证 毕 . 
定理 5.11 的 证 明 用 数学 归纳 法 . 设 定理 已 对 2 一 1 次 的 西子 拓 广 
解 成 立 . 依据 引 理 5.4, 在 一 个 开 的 稠密 子 集中 必 有 
Plu) = (mr turt )Y (u), 
而 Va (Ap) 的 次 数 不 超过 n. 利用 归纳 法 假定 ,可 以 断言 
V(u) = (turd) (ma tyres) (m Hari) 
在 一 个 稠密 开 集中 成 立 .左边 是 0 BOT ox, y 的 解析 函数 ,右边 是 关于 
x, y 在 Q 的 一 个 稠密 开 集 中 的 解析 函数 , 利用 解析 延 拓 可 以 断言 此 式 在 
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2 中 成 立 . 定理 证 毕 . 

$ ”这 定理 已 在 文献 [74] 中 得 到 ,但 文献 [74] 中 因子 分 解 的 作法 比较 
特殊 ,而 这 里 的 作法 比较 一 般 , 特 别 是 各 个 x; 的 秩 数 均 可 有 一 定 的 任意 性 
(BI 1 xi rank z; < N —k;, k: FORGE DL S|) £8 5. 3). 由 于 奇异 Darboux 变换 可 
以 用 纯 代 数 算法 作出 ,这 里 的 因子 分 解 也 能 由 代数 算法 实现 . 

推论 My == 一 1, 则 得 到 西子 wv —1)84 8 X 


V(—1) 一 (mw 一 zx 上 )(r mA) (mrt). 


又 到 Grassmann 流 形 的 西子 可 以 作 类 似 的 分 解 ( 见 文献 [96] ). 

需要 指出 的 是 ,在 引 理 5.4 的 证 明 中 ,< 和 + (Go I o) ELI CR) 
作出 的 ,但 由 更 -: (出 发 , 却 未 必 能 用 代数 的 算法 作出 它们 来 ,在 文献 [40 ] 
中 对 此 有 所 忽略 ,因此 ,从 1- 丁子 出 发 用 纯 代 数 的 算法 是 否 能 得 到 全 体 酉 
子 是 一 个 需要 进一步 探讨 的 问题 ,文献 [98] 对 此 已 有 一 定 的 进展 . 
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